Diferenciacion de integrales definidas
sobre conjuntos dependientes de
un parametro
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Differentiation of Defined Integrals About
Depending Sets of a Parameter

Abstract. Integrals that are dependent on a parameter, have been
long used as mathematical tools to sokve problems of fluid phrysics
and electramagnetic theory. Howeer, the introduction of dertuation
properties of these integrals i vector calclation and physics
textbooks are overlooked or partially presented. This paper gives a
detailed mathematical formalism and suggests the phrysical context
of these irtegrals. So it provides a teaching strategy to show how
problems are approached with a vigorous mathematical
background. A series of theorems ard leremae with their
demonstrations are mcluded together with the Reynolds theoven
and three physical applications.

Introduccion

En el estudio de la fisica de los fluidos y en el electro-
magnetismo frecuentemente hay que resolver problemas
que involucran integrales cuyo integrando y region de
integracién son vanables temporales. Asi por ejemplo,
en la fisica de los fluidos, la masa contenida en una re-
gion tridimensional se establece mediante una integral
definida de la densidad del fluido sobre tal regidn, si el
fluido se encuentra en movimiento entonces la regién de
integracion puede depender del tiempo ast como de la
densidad de masa. La ley de conservacién de la masa nos
conduce a reconocer que la derivada con respecto al
tiempo de aquella debe ser igual a cero, en este caso se
trata con el problema de derivar con respecto al tiempo a
una integral definida sobre una regién variable en el
tiempo. Asimismo al considerar la ecuaciéon de balance
de momentos también se enfrenta uno con el mismo
problema de derivar una integral de volumen sobre un
volumen que depende del tiempo. De lo anterior se llega
al Teorema de Reynolds de la mecanica de fluidos. Apli-
cando este torema al principio de conservacién de la ma-
say a la ecuacidén de balance de momentos, se obtienen
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la ecuacién de continuidad y las ecuaciones
de movimiento de Cauchy.

En electromagnetismo, por su parte, es
posible encontrarse con integrales de
superficie e integrales de linea. Por ejemplo,
para la ley de induccion de Faraday se trata
con una integral de superficie para definir el
flujo magnético a través de una superficie.

D

Este flujo puede depender del tiempo, y la
ley de induccion de Faraday asegura que la
derivada con respecto al tiempo del flujo
magneético es igual en valor absoluto a la
fuerza electromotriz (fem) generada a lo
largo de la frontera de la superficie de
integracion. La variacion de este flujo puede
deberse a la variacién temporal del campo
magnético o bien 2 la varacién temporal de
la superficie de integracién, o debida a am-

bas. Si el campo es estatico pero la super-
ficie es vanable, entonces es posible demos-
trar usando la fuerza de Lorentz que si la
frontera de la superficie se deforma en funcién del tiem-
po de tal manera que el flujo magnético sea variable,
entonces se cumple la ley de induccién de Faraday. Sin
embargo, si la frontera de la superficie esta fija debido a
que la divergencia del campo magnético es cero, el flujo
magnético no cambia adn cuando la superficie en su
conjunto se encuentre en Movimiento.

En los textos tradicionales de varias variables o de cal-
culo vectorial, no tratan por lo general el problema de la
derivacion de integrales definidas sobre regiones o con-
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juntos que dependen del tiempo (0 de un parametro).
Por otra parte en los textos de fisica donde presentan
estos problemas, la obtencidén de las férmulas corres-
pondientes a la derivada de este tipo de integrales se hace
con poco rigor desde el punto de vista matematico.

El propésito de este trabajo es justamente comple-
mentar el material que se presenta en los cursos de cal-
culo vectorial, proporcionando una obtencién rigurosa
desde el punto de vista matemitico, pero sin excederse
del nivel de un curso ordinario de calculo vectorial diri-
gido a estudiantes de ciencias e ingenieria.

Para abordar el problema, se comenzé por definir rigu-
rosamente lo que se entiende por una regién (conjunto)
de integracién que depende continuamente de un pard-
metro, para esto se introdujo el concepto de “flujo pa-
ramétrico” definido por un campo vectorial, que es jus-
tamente la definicién del concepto de lineas de campo
que se ofrece en fisica. En la tercera seccion se enuncian
los teoremas correspondientes a la derivacién de inte-
grales definidas sobre conjuntos que dependen conti-
nuamente de un parimetro. Las demostraciones subse-
cuentes de estos teoremas se desarrollan una vez que se
demuestran una serie de lemas auxiliares, para finalmente
completar la demostracién de una manera digamos “ele-
gante” desde el punto de vista matematico. Por dltimo
en la cuarta seccién a manera de ejemplo, se incluyen
aplicaciones en fisica de los teoremas que aqui se de-
muestran.

1. Definiciones

Se considera el problema de la diferenciacién de funcio-
nes reales de variable real tales como:

#(r) = L,)F[t,?(t)]-d? ,
v)=[ &er)] &,
§)=[ Aer@Rv

donde C (t) 93, S (1) < 92 son una curva y una super-
ficie suaves y D (¢) es una regidon en R, las cuales de-

penden de un pardmerro t. F y G son campos vecto-
riales definidos en 7 x C (t) e I x S (t) respectivamente,
con I € RN. Para comenzar es conveniente introducir las
definiciones que permiten establecer aquello que se en-
tiende por una curva, superficie o regién, dependiente de
un parametro ¢.

Definicion 1. Sea § un campo vectorial C! en [ x Dy,
donde / es un intervalo y D, es un subconjunto abierto
de 9. Las soluciones que se obtienen integrando el sis-
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias
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7 =U[t, r(t)],
se llaman curvas integrales del campo vectorial .

El teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones
diferenciales ordinarias asegura que por cada punto
7 €D, pasa unay sblo una curva integral del campo vecto-
ral 0.

Sea @ : D, — D, una funcién definida como sigue:

Para cada punto fijo 7 €D,, la funcién @, = g, (7) con
t € I (g : I - D,) es una parametrizacién de la curva in-
tegral del campo vectorial U que pasa por 7. Ademas
para cada ¢ € [ fija, el punto @, (7) corresponde a un

punto sobre la curva integral que pasa por 7 que se en-
cuentra a una distancia d{f) contada a partir de 7 y me-
dida a lo largo de dicha curva integral. Si ¢ > 0, la “trasla-

cién” del punto 7 al punto @ (¥) es en la direccién que
sefiala el vector U (¢, 7) tangente a la curvaen 7;sit <
0, la traslacién es en la direccidn contraria.

Las funciones ¢, son de clase C!, biyectivas y sus in-

versas son también de clase C! y satisfacen las relaciones
siguientes:

¢l+$ =¢s°¢t =¢t°¢s’
¢ =6,
¢, = identidad .

Deftnicion 2. El “flujo” paramétrico generado por el
campo vectorial U es el conjunto de funciones {4, }
donde @ son las funciones definidas antes. Estas fun-
ciones desplazan a cada punto ¥ € D, en d(t) unidades a
lo largo de la curva integral del campo vectorial U que
pasa por 7.

Defnicion 3. Sea {(1-5; } el flujo generado por el campo
vectorial U definido en I x D, con I R un intervalo y
D, un conjunto abierto de 9. Supdngase ademas que By
c D,, de aqui se define al conjunto B(f) como B(t) =
B(t) = {?sD,,I? =¢,(7) para agin 7, € Bo} 0 equiva-
lentemente que B(f) = 9-5; (Bo).

Asi, si G <« Ry So < R3 son una curva y una superfi-
cie suave respectivamente, mismas que estin contenidas

en D; sobre el cual esta definido el campo vectorial U,
entonces

0= {7 D,| 7= 4(7) paradlgn
) Gco} Eé(co)’ (1)
$()={7 €D,| 7 = §(7,) paradlgin
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7 eSo} E¢:(So)- ¥)
S1 Dy € D c R es una regidn contenida en el con-
junto abierto D, de %7 donde esta definido el campo

vectorial U, entonces es posible definir
D(t) = {r eD, | 7= (ro) para algin
% GDO}E¢1(DO)' (3)

Las tres definiciones anteriores expresan que C{¢), S(t)
y D(t) son el conjunto de los puntos que se obtienen al
desplazar en d{¢) unidades a cada punto, 7, € Co, Sy Do
respectivamente, a lo largo de la curva integral del campo
vectorial 0 que pasa por 7.

En esta seccidn se han definido las curvas, superficies
y regiones que dependen continuamente de un parime-
trote L

IL. Propiedades de las Integrales

A continuacion se presentan los enunciados y las de-
mostraciones de una serie de teoremas y lemas funda-
mentales, de donde se siguen las propiedades de diferen-
ciacién de integrales definidas sobre conjuntos que de-
penden continuamente de un parametro. El plan fue
enunciar los dos teoremas cruciales para el problema que
se pretende mostrar, a continuacidn se enuncian un teo-
rema y un par de lemas (junto con sus demostraciones)
que son necesarios para proceder a la realizacion de las
demostraciones de los dos primeros teoremas.

Teorema I: Sea U un campo vectorial de clase C! defi-
nido en / x Dy donde I € R y D; es un subconjunto

abierto de 3. Sea { ¢3; } el flujo generado por el campo

vectorial U definido sobre D; de acuerdo a la ecuacién
(2). Considérense C(t) < Ds y S(t) € Ds una curva y una
superficie suave, respectivamente, que dependen de ¢ en
la forma descrita en las ecuaciones (1) y (2). Supbngase
que Fy G son dos campos vectoriales de clase C! defini-
dos en I x C(f) e I x S(¢), respectivamente, entonces

1 Fer(o)a - Lm["i_ 5x{VxF)+ V(3 .ﬁ)].d; ,

j Sler ()& =] [—+vc)u Vx(uxG)]d‘

St} S)

donde A-B y A x B son el producto interno y el

producto vectorial de los vectores A y B respectiva-
mente.

Teorena 1] (Reynolds): Sea U un campo vectorial de
clase C definido en / x D,, donde I < R y D, es un sub-

conjunto de ‘R~. Sea ;5; el flujo generado por el campo

vectorial U definido sobre D,. Considérese D(f) < D,
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como una regién que depende de ¢ en la forma descrita

en la ecuacioén (3). Supdngase que p es un campo escalar
C! definido en 7 x D(¢). Entonces

% " plt 7@V = L(')[% +V. (pﬁ)]dv

Teorema Il (diferenciacién bajo el signo integral)
(Apostol, 1957):

SeaR={(%, )| Z €A, JeBAcRiyBc
R} = A x B, donde

A y B son conjuntos cerrados y acotados. Supdngase
que para cada ¥ fijo en B, la integral maltiple ¢ (%) =

I af (f ’ 'j))a'"x existe. Si la derivada parcial :—i es

. . . ¥
continua en R paratodoi = 1, 2, ..., m,la derivada %

existe para cada y € By viene dada por

- [ Z s

Para demostrar el teorema anterior se requiere del si-
guiente (tbid).

Lema I Sea f continua en cada punto (¥,5) e R =4
x B, con Ay B subconjuntos cerrados y acotados de 9=
y R respectivamente. Sea ¢ la funcidén definida en B
mediante

= Lf()'c','j:)d"x .
Entonces ¢ es continua en B. En otras palabras, si

Y, € B se tiene

fim [, f(&.3)" = [ Jim f(23) = [ (2. 500%% = 6(3):

r*rn
Demostracidn:
Puesto que R es un conjunto cerrado y acotado, fes uni-
formemente continua en R. Dado € >0, existe una &€)
tal que para todo par de puntos Z =(X,%y) y
Z'=(X',%') en R que cumplen la condicién
|Z-Z'|< & se tene |[f (Z) - f (Z')|< € Si
| 7= 1<des
[(3)-8()s [||AZ.3)- Az )"x <& d"x = ¢ Vol )
Esto establece la continuidad de ¢ en B.
Demostracién del Teorema I1I:
St Y =0 eens Yo o) € Be J=0p, .
) € Beon b # 0, se tiene

,y,'+h,...,

¢('y)—b¢(%)= I f(x’y)‘hf(f’%)d»x: . ;; (2 )

donde 5 =Y, ey &

% + b (teorema del valor medio!). Puesto que ’,% es

<« » I con & comprendido entre y; e
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continua, se demuestra el teorema haciendo »—0y apli-
cando el Lema L.

Como se dijo al principio de esta seccion, con el pro-
posito de demostrar los Teoremas I y II, se requieren
establecer los lemas siguientes:

Lema II: Sea U un campo vectorial definido en 7 x D
con / € Ry D; un subconjunto abierto de R3. Sean C{¢)
y S(z) una curva y una superficie suaves respectivamente
(contenidas en Ds), las que dependen de ¢ en la forma
descrita en las ecuaciones (1) y (2). Supéngase que T (¢)

es un vector tangente a C(t) en cada puntoy sea N (z)
un vector normal a S(¢) en cada punto. Entonces

%T-z(T-V)-5=Y—’-(V5)

N il s (8

——=(VO)N-(Vu)N.
a

Demostracién:

1) Sea ¥ = 5(t,0) con@ e[a,b]una parametrizacién de C{¢ ).
Entonces (Marsden y Tromba, 1991)
T ([) o §'r(£

—55 s un vector tangente a C(z) en cada pun-

G BY B (0 oole sl i
ot 00 o0 ‘(%'VJU:(T'V)'):T'(V“)‘

i) Sea ¥ = Ef)(t, a, ) con (a, f) € D < N2, una pa-
rametrizacion de la superficie, entonces (#id.)
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706)=( 22 A {f’(%z) e ) é(x,y)}

Z Aap)’ Aa.p) da.p)
E(Nl’stNs) @)
es un vector normal a S(t) en cada punto. Ahora
6N % & o&F 8%

— = b, ey o <
ot oJwa Gf Jda dp

_i[é’?] 67 . {5?] i
“a\ar) ap ap\a) " Ga
oo &% v 7
" 60" op op” da
Usando la regla de la cadena y ordenando términos se
obtiene

oN 85 (0 (x, ) c?(z,x)] o5 [_é’(x,y) é'(y,z)]

ot " ox " Vdap)” da,

at  Odx

20 2l )

9z "\ dla,p)” ola.p)

separando en componentes a U y empleando la ecua-
cién (4) se obtiene

N (dv, du, (Ju,] (a"u au, ouj]
—=|—=,——,—| x{O,N, - — ,—,— | x|-N,0,N
(G el w525 52 o)

du, du, éq]
+( 72 o o) W N,0)

5 c?uziaﬂ] au, du, (é’ul 0"'03] au,
_[[ay' B T il YR N’_éyN’

—

—— N

%o, [0, 20, 20 i’ﬂN}

_c?y P\ Fx dy ? gz ' gz

ke 20 = . a0 . 5 v -
=|(V-6)N,-— N, (V-0)N,-—-N, (V- _—.N
[{ O)N, = (V-O)N, 7y N,(V-0)N, - ]

- (V-5)N - (vE)-N.

Con lo cual queda demostrado el Lema II.

Lena III: Sea U un campo vectorial definido en 7 x D,
con I € My D, un conjunto abierto de R~ Sea D(¢) una
region, contenida en D, que depende de un parametro ¢
en la forma definida en la ecuacién (3). Sea F: I x D —

D(t) una transformacién definida como A, %) = 5,(5 )

donde é € Do Entonces % =(V-0)] donde

{‘{xl s

f= ;5(.; ) el jacobiano {Apostol, gp. at) de la

transformacion F para cada ¢ € [ fija.
Demostracion:
Para hacer la demostracién se desarrolla el determinante

jacobiano en cofactores con respecto al £-ésimo renglén
con lo que se tiene

J=Cuie + ... +GCajie+ ... + Cnjok, (5)
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donde Cy es el cofactor del elemento ero N
Ju = aq » P Z Z = J(V-5)
ningun cofactor Ck contiene al elemento ji, entonces de =1 '
13 ecuacién (5) se Sigue que Queda demostrado 251 este Lema.
o] Con los lemas ya establecidos se procede a continua-

EF =C, (6) cién a demostrar e] Teorema L.

Jie D ion:

emostracion:

Usando la regla de la cadena, se tiene )Sea 7 = & (t, 6 con O € [4, b] una parametrizacién

Z Z 2] dj (ry % de la curva C{z), entonces, de la definicién de integral de
S b, ot linea (Apostol, op. cit; Marsden y Tromba, op. ct. y Spi-

pero por hipétesis & no depende de £, Vk =1, ..., n vak, 1972) se tiene

or
j;fnce;x, é (é’x,) v, &9y, Gx, Z . 9u (8) aﬂf L() t Y(t) =7 .r[ (59)

v ddg  G§, _36‘._,=,o”x,o"_§ = “o"x 4
. A - ° ,6)de, 14
yaque U; = %% (ndtese que en el pentltimo miembro &k [(F 0)(t 9)] T(t 6)dé (14)
se usd la regla de la cadena); sustituyendo las ecuaciones donde ( Fo 5-) ¢ 6= El, & (¢, §]. Como ahora el in-

(6) Y (8) en (7) se obtiene tegrando depende solamente de ty 6, pero a su vez no

Z Z z C,j o) depende de ¢, entonces es posible aplicar el Teorema III
e 5 yobtener
O|(Fo5)-T
nConSLderese ahora la sumatona d r[ Focr ) oMo < Jb [( y ) ](t, 0) 40
Y. Cuin=CujnttCyjp- (10) .
gy = Sl o ").T+ 78) 2L 1o, (15
: « Ot ot
Si i = [ entonces la ecuacién (10) corresponde al desa- .
rrollo del determinante jacobiano en cofactores con res- al hacer uso de la regla de la cadena se tiene
pecto a la i-ésima columna y por lo tanto es igual a J. Si (0Fo3) .. [oF _ (oF| &« oF| & oF| &
1 # [ entonces la ecuacién (10) corresponde en este caso PR IPYR i W 5 PRy s a5 5o T
al desarrollo en cofactores con respecto a la 7-ésima co- P am
lumna del determinante jacobiano con la i-ésima colum- = {I:—+('v V)F j|°cs} T (1
na igual a la /-ésima columna y por lo tanto es igual a ce-
. 0
ro. De donde debido a que 3 = ar(t ) . Ahora valiéndose del Lema II
., e gl ot
$c, J, sii=1; "
i, = .. se obtiene
pari 6l =00 siiel, o ) o )
e introduciendo el simbolo (Fo3)- 5 = (F o3} [T-(va)]= [T -(va))-(F -3) - T-[(v2) ( 3)]

en este (ltimo paso se ha utilizado la identidad vectorial
(Clemmow, 1973)

(VZ)-(B)=(B-V)E +B><(V><2i).

) L siizls =[(ve)-(Fo3))- T ={(F- Yo+ Fx(vxa))es).T  (17)
P00, sl

se tiene que

Zn:Cki ju=J5, . (11) Si se sustituye (16) y (17) en (15), se obtiene
k=1 d tafra - = o[ F . e o " -l =
Sustituyendo la ecuacién (1 1) en (9) se obtiene ZI. [(7-8)e.6)]- 7z 6)ao= | {[E HEVE (P-4 Fx (9 ”)] ° U}'Tda
&F . s -
=| | —+@-VF+(F-V)o+Fx(Vx?)|-&
S NN MWL o LG e etroooa o029
ero wHam w mnvocando la identidad vectorial (iid)
P oo 5 V(A-B)=(4-V)B+(B-V)A + Ax(VxB)+Bx(Vx4)
v; L. .
S, 2 13 se consigue
Z Yox, Ox;’ (13) &
yaque5i =0,Viiy 5,-“ = 1. Sustituyendo la ecuacién dtﬂFoc te] tO)aB I()l: x(VxF)+V(o: F)]a?
(13) en (12) se obtiene Al sustituir en la ecuacién (14) se concluye que
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slr o= L[S-omtomniston]e

i) Sea 7 = <_f)(t,a,[3) con (a, B) €A cR® um pa
rametrizacién de la superficie suave St ). Entonces de la
definicién de integral sobre una superficie de una campo

vectorial G (Apostol, 1957; Marsden y Tromba, 1991;
Spivak, 1972), se tiene
d

G L& = 5 G0, 8- A, . Bl 19
donde (GoCD)(t,OL,B =G[t,(D t,OC,B)]. Como

ahora el integrando depende solamente de ¢, @, Sy ade-

méas @y f no dependen de ¢, es posible aplicar el Teo-
rema III:

ij [(Go@®)e,c,B)] W(e, o0, Bna = |, M(t,a.ﬂw
N ["’(Ga‘; %) 5 +(608). —](t i, (1)

De la regla de la cadena se tiene
AG-®)| [& - &5@6}'@\2
N'[_a— |2 “’*fL;*gLa*'a, Jalr

={['§+(a-v)c]°&>}.ﬁ (20)

ahora de acuerdo con el Lema II, se sigue:

(Goa)- % ~(6+8)[(v-9N -(v9)-R]
={{(v-9G-G (vo)]- B} N
={(v-96-(G-V)e|-®}-N, ()

identidad

donde se ha empleado la

ral G- (V) = (G- V).
Sustituyendo las ecuaciones (20) y (21) en (19) se ob-
tiene

[[(Go®)e.a, 8)- A

vecto-

t,a,ﬂ)dadﬂ=

= L{[?ﬂa.v)<‘;+(v-a)é-(c-v)a]otb(t,a,ﬂ)}'N(t.a,ﬂ)dadﬁ-

De la identidad vectorial (Clemmow, gp. cit),
Vx(BxA)=Bv-4)-A(v-B)+(4-V)B-(B-v)4
se sigue
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sustituyendo en la ecuacién (18) se concluye que

d ¢ oG o 4
EL(S-d?=L(‘)[E+(V-G)0—Vx(vxG)]-tf'.

Lo que demuestra el teorema.
Con los elementos desarrollados en las subsecciones

anteriores, es posible hacer la demostracién del Teorema
II de Reynolds:

Sea F:Ix Dy — D(t) una transformacién entre la

region D, y la regién D(t) para toda ¢ fija definida

como F (t,@) =¢ ,(E) con E € D,. Del teorema de

cambio de variable en integrales miltiples se obtiene

d — -
& L(e) pdV’ = & L. p[t’ F(t’ g)]](t’ F’)dv" (@)

ahora se puede aplicar el Teorema IlI, porque D, es fi-
jo. Ast se tiene

41 Jorl g, | LA,

=T

X4
+p0F(t,§)o,,—{}a'V°. (23)
por la regla de la cadena

M)(t’_g)]=[zp ( )Zap 3x]

ot
e a0 T

Ox .
debido a que a—t' = v,. Luego del Lema III se tiene que

[poF ] p°Ft 3 ](V )7, (25)
}tsustn:uyendo las ecuaciones (24) y (25) en (23), se ob-
tiene
FR O S A R [N W) s P

[ 2+6-Tpr v a) o, (9

para llegar a este Gltimo término se aplic6 el teorema del

cambio de variable. Ahora, usando la identidad (ibid)
V(‘I’}i) =A-V¥+¥V-4 (con ¥ una funcién es-

calary A un vector), en la ecuacién (26) y sustituyendo
el resultado en la ecuacién (19) se concluye que

d op _
& P = D(t)[at v°(pv):|dv'

De esta manera queda demostrado el Teorema de

Reynolds.
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%

III. Aplicaciones

A manera de ejemplo se presentan a continuacién tres
aplicaciones en las que es facil reconocer la utilidad de

los argumentos matematicos presentados en las seccio-
nes anteriores.

a) En electromagnetismo se definen integrales como

las siguientes (Clemmow, op. cit.; Paul y Nasar, 1987;
Tamm, 1979):

i
®, = [B-a&,

donde € representa la fuerza electromotriz (fem) que

(27)

produce el campo £ a lo largo del contomo cerrado

dS de Sy @, el flujo del campo magnético B a través

de la superficie S.
La ley de induccidn de Faraday (iid) establece que
d
€E=- E P B (28)

y st S es una superficie que depende del tiempo, de la
forma explicita como se ha planteado a lo largo de este
trabajo, entonces de acuerdo con el Teorema I y las
ecuaciones (27), se tiene que

[Ed= L()[—+ (v-Bo VX(%xE)]-da.(”)

El segundo término del lado derecho de la ecuacién
(29) es cero pues (V- B) =0 debido a que no existen
monopolos magnéticos (tbid). A la integral del tercer
téermino del lado derecho de (29) es posible aplicarle el
teorema de Stokes (Apostol, gp. cit.; Marsden y Tromba,
ap. ait; Spivak, op. cit.) de tal manera que la ecuacién (29)
se puede escribir como

LB & =- L{)E di+ [pxB-d.  (0)

Esta expresidén permite reconocer que la fem inducida
sobre 8S(z) se produce por la variacién de @, debido
a la variacién de B con el tiempo y por el movimiento
del contorno 8S(t) de S a través de B. Es de notarse
que por ser V- B =0, la fem inducida no depende de la
variacién con el tiempo de S. Si 8S(t) es fija, entonces
© =0 y de acuerdo con la ecuaci6n (30),

0B
g£=-— a—t-aEz‘

para cualquier superficie S que tenga como contorno a la

curva cerrada 05 . Si % = 0, entonces la relacién

€=+ 1‘)(>)<‘ B di es consecuencia de la fuerza de Lorentz.
t
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b) Dada una distribucién de masa (carga eléctrica) p
(Malven, 1969 y White, 1991), la cantidad de masa (car-
ga) contenida dentro de un volumen V viene dada por

LpdV,

pero el principio de conservacién de la masa (carga) es-
tablece que

d

7 LPa'V =0,

por lo que aplicando el Teorema I, se tiene que
L— +V-(pB)av =0, (31)

o bien, aplicando el Teorema de Gauss (Apostol, op. ait;
Marsden y Tromba, op. cit; Spivak, gp. cit.) a la integral
del segundo término se tiene que

L%‘;’dv =-[ po-d, ()

donde OV es una superficie cerrada que contiene al
volumen V. La ecuacién (31) es valida para todo V, por
lo tanto se tiene que

%w J=0, (33)

donde ] = pT representa la densidad de flujo de mate-
na (carga). La ecuacién (32) indica que el aumento o
disminucién de materia (carga) a través de la frontera
0V del volumen V. Mientras que la ecuacién (33) es la
diferencial de continuidad que expresa la ley de conser-
vacién locdl de la masa (carga).

¢) Como en el ejemplo anterior, ahora se considera
una distribucién de masa p. La Cantidad de movimiento
o momento de un volumen de fluido V viene dado por
(Malven, op. cit. y White, op. cit.)
L puV,
de acuerdo con la segunda ley de Newton, en mecénica de

fluidos o medios continuos se establece la ecuacién de ba-
latice de momentos como sigue:

% Lp"z'dV =F, (34)

donde F denota las fuerzas que actiian en el volumen
de fluido V. aplicando el Teorema II a cada componente
cartesiana de esta ecuacién vectorial, se tiene que

L(a(g:’)+v (pfufu)JdV F,

aplicando la regla de derivacién, para el producto de dos
funciones, al primer término y la identidad vectorial

V-(¢4)=¢v-4+ 4V,

al segundo término del integrando, respectivamente, se
obtiene
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L[p(%%w-wi) +v,.(%§+v-(p@))]dv =F,

tomando en cuenta la ecuacién de continuidad (33) y ex-
presando en forma vectorial esta ecuacién, se tiene que

L p(% +3- V’z))dV =F. (35)

Ahora bien, en toeria de fluidos la fuerza F se expresa
como sigue (ibid.)

F= _LV?(?,t,ﬁ)ah+ Lpl;(?,t)dV, (36)

donde ¥(7,2,7) es la fuerza por unidad de 4rea en Ia
posicidén 7 al tiempo ¢ a través del elemento de area dz
con direccién normal unitaria 7 y E(? , t) es la fuerza
por unidad de masa que actiia sobre €] elemento de vo-

lumen de fluido &V en la posicién 7 al tiempo . El teo-
rema de Cuachy establece que si la ecuacién de balance

de momentos (34) se cumple, entonces ¢ depende -

nealmente de 7# y por lo tanto las componentes del
- .. 3

vector ¢ se pueden escribir como ¢; = Zi=]c’n ; que

vectorialmente se puede expresar como t =67, don-

de 6(?, t) es una matriz 3 x 3 llamada tensor de esfuer-

zos de Cauchy cuyos elementos 67, que son la medida

de la i-ésima componente de la fuerza por unidad de area
a través del elemento de superficie con normal unitaria

A . . . B
] » j-ésimo vector de la base cartesiana estindar. Sustitu-

yendo esta expresién para ¢ en la ecuacién (36) y usan-
do el teorema de la divergencia se tiene que

F= L(V-8+p5)dV,

donde V-G es un vector cuya i-ésima componente es
3 j

Zj-l Pt Sustituyendo en la ecuacién (35) se obtiene
J

la ecuacién integral:

Lp(%+i’)-Vi‘;)dV = L(V-6+p5)dV,

como esta ecuacibén es valida para todo volumen V, se

llega asi a las ecuaciones de Cauchy:

o . =
p(3t-+%‘z-V7'})=V-c+pb

Considerando la ecuacion de balance del momento an-

gular (ibid) se tiene
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%L?XE’W: Lv?xfda+LFxp5dV,

es posible demostrar que la matriz (tensor de esfuerzos)

es una matriz simétrica tal que o =c”.
Conclusiones

Se demostraron una serie de teoremas y lemas, que tie-
nen implicaciones importantes en las aplicaciones del
electromagnetismo y de la teoria de los fluidos, relativos
con las integrales definidas sobre conjuntos dependientes
del tiempo. Se destacd como parte central del trabajo
una demostracidn rigurosa del teorema de Reynolds. Se
incluyeron tres ejemplos donde se requieren las citadas
integrales. Este trabajo planted la necesidad de corregir
en la medida de lo posible las omisiones que existen
tanto en los libros de calculo vectorial donde no incluye
el problema de la derivacién de integrales definidas sobre
regiones que dependen del tiempo (o parimetro), y se
sugirié superar las deficiencias que exhiben la mayoria de
los textos de fisica donde la obtencién de las férmulas
correspondientes a la derivada de este tipo de integrales
se hace sin el debido rigor matemético. Se presentaron
las propiedades de las integrales definidas sobre conjun-
tos que dependen continuamente de un parametro, si-
guiendo un camino ldgico que requiere el formalismo
matematico que en ocasiones se sacrifica durante la im-
particién de cursos de electromagnetismo y de fluidos
que son parte de los curricula de carreras tanto de inge-
nierfa, de quimica e inclusive de fisica. g
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