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Introduccion

Durante d proceso de optimizacion de les superficies de res-
puestas, & gusta un modeo polinomid de tipo de la ecua
cion (1), através de un método de regresion, alos datos de un
disefio experimentd (Box y Draper, 1987).

Y =R+ R'X + X 'BX @)
donde

R =[R,B, B ]y X=X, XX | Y

By B,/2..Ry /2
B R, BZk/Z
Ssym B

Lafuncionalidad del modelo dado en (1) pararepresentar ala
superficie de respuestas depende del grado que este polinomio
representaa sistema modelado, por lo que se realizan pruebas
para determinar la Significancia de sus componentes.

Resumen. Dado que la Regresion Ridge
(RR), €s una estimacion sesgada que parte de
la solucion de la regresion de Minimos
Cuadrados (MC), es vital establecer las
condiciones para las que la distribucién
central t de Student que se utilizaen la
prueba de hipétesis en Mc, sea también
aplicable alaregresion RR. La prueba de este
importante resultado se presenta en este

Ridge Regression and Central t Student
Distribution

Abtract. Snce Ridge Regression (RR), is a
biased estimation, that begins with the
Ordinary Least Square (OLS) solution, it is
vita to establish the conditions for which
the central Sudent’s t distribution that we
use in the hypothesis test in OLS, is
goplicable to the RR too. The proof of this
important result is given in this article.
Key words: ridge regression, ordinary least
sguare, student’ st distribution, hypothesis test.

El procedimiento para redizar estas pruebas es conocido
como pruebade hip6tesis Primero se plantean dos hip6tesis,
lanula que establece que |os coeficientes de regresi §n ij no
tienen efecto sobre la variable de respuestas (Hg: 3, = 0), y
la dterna que establece que d menos un coeficiente tiene

efecto sobre la variable de respuesta (H: fsj #0). Larega

de decision de rechazar o0 no la hip6tesis establecida consis-
te en especificar una region critica para un nivel de
significancia preestablecido («) de acuerdo con una distri-
bucidn tedrica que para nuestro caso es ladistribucion t de
Sudent, cuya region critica, por gjemplo, para un nivel de
significancia de o = 5% esta dada por t,, .., donde (n-p)
son los grados de libertad del cuadrado medio dd error.
Asi, @ vaor critico dado por t,, .., €s comparado con
vaor dd estadigtico de prueba dado por:

il 2

donde fzj esd j-éimo coeficiente de regresion estimado, o2
eslavarianzaegimaday C; es €l j-ésimo demento diagond
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de lamatriz de precision (Xt X)'l(M ontgomery Peck y Vining,
2002). 9 d vdor dd estadigtico de prueba dado en (2), es
mayor que el vaor critico de la distribucidn tedrica, se recha-
za la hip6tesis nula y se concluye que € coeficiente es
significante para predecir d comportamiento de la variable
de respuesta. Este procedimiento es ampliamente aplicado
cuando & moddo polinomid se gusta a través de mc. El
polinomio dado en (1), presenta de forma inherente € pro-
blema de multicolinedidad, por lo que su guste debera de
redizarse a través del método de RR, ya que cuando la
multicolinedidad inherente d polinomio es fuerte, dgunos
de los eigenvalues Aj de lamatriz de covarianzas (x t X) tienden
a cero, haciendo que € poder de la pruebat sea pobre para
detectar cuando 4 comienzaa ser significante (Haavay El
Bassiouni, 2000). Dado que d estimador RR es la estimacion
Optimasesgadaparadeterminar los coeficientesdd polinomio
cuando éste presenta multicolinealidad (ver Pifiaetal., 2005c),

y como para €l sesgo deRR, se espera que tanto €l coeficiente

, Sean me-

Zi,m_
A

. . A

; estimado como su varianza V() = o> ——
Fr )=o A; +k
nor que @ coeficiente B; y su vaianzaV(R;) = o

tonces, d vaor absoluto esperado del estadistico de plrueba
de RR, e esperaque sea mayor que & de Mc, mejorando asi
el poder de deteccién de la prueba El cuadrado medio de
error de RR, sgue una digtribucion chi-cuadrada no centrd
(ver Cheng-Ming Kuan, 2000: 62-63) con parametro de ses-
0o dado por (Pifa ¢ d., 2005):

2 _ 2p ﬂ|2
S0 =KD G

por lo que es necesario mostrar que debido a que RR €s un
multiplo de mc, la aplicacion del estadistico central t, es véli-
da para la prueba de hipétess de laregresion RR. En este
sentido, Obenchan en 1977 derivd una prueba “exacta t”

para laregresion RR dada por t(R) = (fs—by) /. [var(B, -b)
dondevar(fg —b;) es una estimacion insesgada de la varianza
dd numerador y

b - giAG| 1 -(x'X) (e (x'x) e [q |3

es d estimador insesgedo de varianza minima de S bgo
lahipotesisnulaH: 4 = 0, donde g eslaj-&ima filade G
que representa |l os cosenos directores que orientan los gjes
principales en relacion con los gjes del regresor dado, A es
unamatriz de (p x p) con elementos diagonal es dados por
6= ;1 (4 + K) (error esténdar fig) y & es d j-&mo ele-
mento de la matriz identidad, € uso de esta prueba ha
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sido controversiad ya que depende de la direccion del
regresor dado. Hdawa y El Bassiouni (2000), a través de
la cuantificacién del sesgo emplearon una pruebat no
central para probar la hipétesis Hy: b; = 0. El estudio
consistié en generar una matriz de regresores X, con €
agoritmo dado en Hdawa y Assma en 1995, y haciendo
uso de tres niveles pre-establecidos de desviacion (o =
0.05, 0.5y 1) y dos niveles de correlacion dados por p =
0.90y p = 0.95, pararedizar las pruebas, solo en ladirec-
cion del maximo y minimo eigenvalor. Encontraron que
cuando € error es grande su prueba supera en poder de
deteccion ala prueba centra t de mc; cuando los errores
son pequefios (como es € caso de los disefios experimen-
tdes), no hubo diferencia significativa entre los niveles de
deteccion de las pruebas. Dado que € uso de RR mejora el
poder de deteccion de la prueba d disminuir la varianza
de la estimacion, en la seccion 3 se presenta la validacion
matemética para € uso de la distribucién centrd t en la
prueba de hipétesis de laregresion RR.

1 Regresion Ridge (RR)

El mé&odo de RR permite detectar la multicolinedlidad dentro
de un modelo de regresion del tipo Y = Xt 5 + & Fue propues-

to por Hoerl y Kennard (1970ay b); es usado paratrebgar
con moddos que presentan sego. La idea del méodo es
smple y condste en que dado que la matriz (Xt X) es dta
mente condicionada o cercana a Shgular es posble agregar
congtantes postivas alos eementos de |la diagond para ase-
gurar que la matriz resultante no sea dtamente condiciona-
da El vector de coeficientes de RR esta dado por:

fr= (X X+ K3)IX'Y &)

el cua se puede reescribir como Sg= Zj, donde S esd
estimador ordinario de mc dado por g= XXX Yy

Z = [I + K3(X' X)-']! eslamatriz quetransformaa 4 en
P €sdecir, Sz eslasolucion al problema de optimizacion:

Min: (Bg — 2) X' X (Br — 2)
Qujeto & frfr < 1?

Prueba: através delos multiplicadores de Lagrange esta
fundén es representeda por:

Min: (fr — 3) X' X (g — ) + K¥(Brfr—12) = 0
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derivando la funcién con respecto a S e igudandola a cero
tenemos que

dffdss = 2X' X(Br — B) + 2K9 g

X' XBr — X'Xp + KIBy =0

X' X+ K)-X'Xp =0

dado que R esta dada por 3= (X' X)-1X" Y, entonces:
SoX X+ K- X'Y=0

fe= (X' X+ KHLX'Y
X'y

Pr= [1+K2xX%)] (x'X)

Be= [+ KX X)) (X )t XY

Pr=128, 4

lo cud completa la prueba

En laestimacion RR, a parametro K se le conoce como
pardmetro de sesgo ya que cuando K =0, Z =1, por lo
que fz= 4 Yy cuando K =0, S # 3. Ademés como ;3 es
insesgado entonces la estimacion ridge es una estimacion
sesgada y aunque posee esta caracteristica, la varianza
de la estimacion de S a f es menor que la varianza de
laestimacion de 4 a g, por lo que los coeficientes de /3,
son més estables que los de ﬂ (ver Pifia & d., 20053).
Para ver por qué analizamos la funcién del cuadrado
medio del error de Sy, dado por:

4 o B
CMEfg= &Zm*'ﬂﬁlm ©)

La funcion dada en (5), debido d parametro de sesgo,
sigue una distribucion chi-cuadrada no central (Chung-Ming,
2000: 62-63) que implica directamente que la prueba de
significancia de sus coeficientes estimados debera de hacer-
se através de ladistribucion no centrd t. Dado que RR es
un multiplo de mc, en la seccién 3 se derivan las condicio-
nes para utilizar la prueba central t a probar la significancia
de los coeficientes gustados.

El vaor de la congtante de proporciondidad K depende
de la varianza poblaciond y del vector de coeficientes ver-
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daderos, los cuales son desconocidos, por lo que el valor de
K deberd estimarse a partir del estimador propuesto por
Lanvless y Wang (1976), que esté dado por:

(- P& ’

Bt(xtx)ﬂ“ ( )
Una vez conocido d vaor de K, laregresién RR puede
ser tratada como unaregresion de mc, con tan solo incre-
mentar la matriz de informacion X con una matriz diago-
nd cuyos eementos diagondes sean la raiz cuadrada del
vaor de K dado por (6) y € vector de respuestas con un
vector de ceros S se esta trabgando con varidbles escaa
das, 0 con un vector congtante equivaente alamediade Y
S las variables no estén escdadas Para un procedimiento
detdlado de la gplicacion de RR ver Pifia (2006).

2. Distribucioén t

Sea W una variable deaoria con distribucion N(0,1), y sea
V unavariable destoria que sigue una distribucion chi-cua-
drada ;gz(r) con r grados de libertad, donde Wy V son
independientes, por lo que la distribucién conjuntade Wy
V, representada por ¢ (w,v), es el producto de las funciones
densidad de probabilidad normd y chi-cuadrada, respecti-
vamente dada por:

w? r v

677 11 : v2 g2
F(fr]?
2

—00 <W< 00, 0<V< oo, 0en otro caso.
Ede producto define otra varigble destoria t, representada
por:

PN = T

W
T = Nir (7)

Al golicar la técnica de cambio de variable (Hogg y Graig,
1965), obtenemos la funcién densidad de probabilidad g(t)
deT. Asi, la ecuaciont = w/ - /vir y u= v, definenlatrans-
formacion uno auno, lacud mapead conjunto A = {(w, v);
—0<W<ow, 0<V<o},enB={(tu); w0o<t<o,0<u
< oo}. Ademés, desde que w = t-Ju/-/r y V= u, d vdor

absoluto del jacobiano delatransformacion es|J| = ~/u/~/r .
Por lo que lafuncién densidad de probabilidad conjunta de
las varidbles degtorias Ty U = V, etd dadapor:

193



CIENCIAS EXACTAS Y APLICADAS

g(t,u):(tﬁ,ujJ

1 r/2-1 u t? \/a
S B Bl T A
J2ar(ri22?" EXP{ 2[ +rﬂﬁ

-0 <t<ow, 0<u< o, 0enotro caso.
Asi, lafuncién densidad de probabilidad margind de T
€s:
a.(0)=[ g(t,udu=
1 (r+1)/2-1 u t?
e ——|1+—||d
 anriizz eXp{ 2[ ’ rﬂ -

Para edtaintegra, S hacemos z = u[1+(t2/r)]/2, entonces.

1 oy N\ 2
t)= exp?—2 d
a0 f«/Z;sz(r/Z)Z”z(lthzlrj P (1+t2/rj z

_I(r+1/2] 1
g®= J;Trr(r 12) (L+£2 /1) 072 =0 <t< oo, 8

9 Westd N(0,1) y V sigue unadistribucion z2(r) ysi W
y V son independientes, entonces la variable aeatoria
T= W/\/Vi/r tiene una funcion densided de probabilidad
margind dada por (8).

A la digtribucién de la varigble destoria T, se le conoce
como distribucién t, y esta completamente determinada por
el pardmetror, € cud representalos grados de libertad de la
variable aleatoria que sigue una distribucion x2(r). Finalmente,
de (8) tenemos que los vaores de t estan dados por:

_ T[(r+1)/2]
o= L AT 1 2)(1+ WP 1)1

dw, o <t< . (9)

3. Prueba de hipoétesis de la regresién ridge

Para smplificar los argumentos recordemos que la hipétesis ge-
neral paradeterminar lasignificanciadel j-é5mo componente de
reyegon en Mc, exddadapor Hy 4 = 0 generdmente contra
H: 4 # 0, en donde la prueba de su Sgnificandia <e rediza a
través dd estadidtico de pruebat dado por:

t=[8 -op[ox 0] = B[ s xex0] 2. (10
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donde (X'X);", es el i-séavo elemento diagonal de lamatriz
de precison (Xt X)L, £ es laegimacion de lavarianza dada
por 2 =Y [I = X (Xt X XTY 7 (n-p) y [R(X'X);]¥2 es
la estimacién insesgada del numerador bgjo € supuesto de
que los errores estdn ¢ ~N(0, o2l). Ademas, como €l valor
esperado de E(3) = 0, bgo lahipbtesisHg: £ = 0, € estar
distico t, tiene una distribucion centrd con (n-p) grados de
libertad. De igud forma & estadistico t para Hy: 5 = 0
utilizando € estimador RR, puede ser establecido directa
mente de (10) como sigue.

Teorema 3.1. El estadistico de pruebat parala Regresion
Ridge es d esadigtico de pruebat de Minimos Cuadrados

Demostracion: permitaa g denotar el j-ésmo ele-
mento de S y sea b, € estimador lineal insesgado de
varianza minima de B con valor esperado E(b;) = 0
cuando Hy: 3 = 0 es verdadera, por lo que & estadistico
de prueba para RR, esta dado por:

t=[r -n)[swe]? (1)

donde W = (X' X);* es unaconstante conociday szvvzies
e egtimador insesgado de la varianza dd numerador. Note
ques? =Y [I = X (Xt X)~1X]Y/ (n-p). Dado que Az = Z3,
entonces g = Zf yb; = Z b, por lo que (11), puede ser
escrita como:

= [ZiG _Zibl]/[ SZZiZ(X‘X)’l]%
-z [& -0)z,[ sx2]?
- R/t x)2]?
lo cud completala demostracion.
4. Una aplicacion
El experimento fue originadmente realizado por Box
(1954), con € objetivo de maximizar la salida de una reac-

cién quimica sujeta a dos estados y cinco factores, cuyas
variables codificadas son:

T,-1225
X, :% Temperatura en € estado 1,
2(logt, —log5,
Xf{( 9|ng 9 )}Jfltiempodereacciénenel estado 1,

PIRA MONARREzZ, M. ET AL. I REGRESION RIDGE Y LA DISTRIBUCION CENTRAL T



C-70 .,

X3=( 0 ) concentracion del reectante,
T,-325

X,= % Temperaturaen € estado 2, y

X, = {—2(Iogt2|;glggl.25)}+l tiempo de reaccion en el estado 2.

El dissio inicid fue factorid, fraccionado esténdar 251, d
cua seleaplicd el método de ascenso acelerado a un polinomio
de primer grado gustado por MC a este disefio (ver Box y
Draper, 1987), hasta que € experimentador determiné que la
region actual modelada contenia el punto estacionario 6ptimo,
por lo que d experimentador agregd corrides experimentaes
para convertir d disefio en un disefio centrd compuesto (con
11 puntos centrales) y gjustar un polinomio de segundo grado
completo pararedizar la caracterizacion y exploracion de esa
region. Lamatriz de disefio en variables codificadasy €l vector
de respuestas, se presentaen latabla 1.

El polinomio cuadréico completo gustado por Minitab

CIENCIAS EXACTAS Y APLICADAS

Regression analysis: Y versus by, X;;

Y =0.00+0.20259X, +0.10896 X, + 0.21641X , + 0.31819X,,
+0.14082X,, — 0.31763X 2 — 0.24471X 2 — 0.48295X 2
—0.40416X2 —0.26317 X7 — 0.28808X, X, + 0.30388X, X,
~0.05279X, X, — 0.00597 X, X,, +0.07616 X, X, — 0.02281X, X,
~0.15118X, X, — 0.52389X,X,, —0.09917 X, X, + 0.05477X , X,

Andlisis de varianza

Source DF SS MS F MS
Regression 20 0.987193 0.049359  41.00 0.000
Residual error 11 0.013244 0.001204

Total 31 1.000427

No replicates. Cannot do pure error test.
S=0.03470 R-Sq=98.7% R-Sq(adj) = 96.3%
PRESS = 0.259868 R-Sq(pred) = 74.02%

Porcidn de lamatriz de precision (Xt X)L que contiene los S
utilizados en la ecuacion (2) para este gjuste dado por MC, es:

alos datos escalados a través del método de escalonamiento 1835 0.510 0401 0496 0.634
unitario (Montgomery ¢ d., 2002) es. (XUX)L = 0510 2093 0.710 0.697 0.756 1)
10401 0710 1.564 0.330 0.584
Matriz de variables codificadas 0496 0697 0330 1956 0580
X X X
1 X %3 4 5 M 0634 0.756 0584 0580 1647
1 1 1 1 1 49.80
1 -1 -1 -1 -1 51.20
-1 1 -1 -1 -1 50.40 Del guste, tenemos quep = (k+D(k+2) =21 pardmetros,
1 1 =) -1 1 52.40 2
-1 -1 1 -1 -1 49.20 ~ ~
1 o N i 1 6710 6 2=(0.03470)2y pt(XtX) R =0.98659, por lo quedela
41 1 1 1 1 59.60 )
1 1 1 a4 6790  ecuacion (6), K = (2D(0.03470)" - 0 25629, Con este valor
-1 -1 -1 1 -1 59.30 0.98659
_i —i ‘i i i ;g-gg deK, el polinomio gjustado através deRrR utilizando Minitab,
1 1 a 1 a 64.00 esta dado por:
-1 -1 1 1 1 53.10 Regression Analysis: Y versus X1, X2, ...
1 -1 1 1 -1 63.20
x= 1 1 14 Y= 5840 ¥ =0.00+0.20969X, +0.10397X, + 0.21210X,, + 0.31404X,
1 1 1 1 64.30
3 a a 1 1 63.00 +0.14190X, - 0.29227 X} —0.21343X 2 —0.46031X?
Lo ! ! 6380 _(37443X2 —0.23595X2 — 0.27755X, X, +0.29870X, X,
-1 -3 53.50
1 _1 _1 3 1 66.80 —0.06660X,X, —0.01686X, X, +0.06955X, X, —0.01381X,X,
1 a4 4 1 3 6740 —0.14708X,X, —0.51027X,X, — 0.09590X, X + 0.04442X , X,
1.23 -0.56 -0.03 0.69 0.70 72.30
0.77 -0.82 1.48 1.88 0.77 57.10 Andlisis d -
169 -030 -155 -050  0.62 53.40 eSS o voranee
253 064 -010 151 112 62.30 Source DF ss MS F P
—0.08 -1.75 0.04 -0.13 0.27 61.30 .
078  _0.06 0.47 012 232 64.80 Regression 20 0.955046 0.047752 32.93 0.000
1.68 -1.06 -0.54 1.50 —-0.93 63.40 X
208 -—205 -032 100  1.63 72,50 Residual error 31 0044954 0.001450
0.38 0.93 0.25 0.38 -0.24 72.00
015 -038 -120 176 124 70.40 Total 51 1.000000
230 -0.74 113 038 -015 71.80 No replicates. Cannot do pure error test.
S=0.03808 R-Sq = 95.5% R-Sq(adj) = 92.6%
195
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Porcién de lamatriz de precision (Xt X)-1que contiene los (D)
utilizados en la ecuacion (2) paraeste guste deRR es

1.753
0.452
(Xt X)-1=|0.362
0.443
0573

0.452 0.362 0.443 0.573
1.982 0.646 0.623 0.678
0.646 1.515 0.292 0.533
0.623 0.292 1.859 0.519
0.678 0.533 0.519 1.579

13

Con estos datos, y haciendo uso de la ecuacion (2) y los
coeficientes dados en (12) y (13), tenemos por jemplo que
el velor del estadistico de prueba para € coeficiente 3,
para anbos modelos es.

G 031768 oo
M9 J(0.03470)(1.835)
G 020221 oo
M 0.034702(1.753)

Deigua forma, es posible construir un estadistico de prue-
ba t j paracada uno de los coeficientes B, estimados ya
Sea por MC 0 por RR.

Conclusiones

Aungue la regresion ridge es sesgada, es ampliamente
utilizada para el agjuste del polinomio cuando existe
multicolinedlidad. Una vez determinada la constante de
proporciondidad K, la estimacion RR puede ser tratada
como una estimacion de mc. Aungue € cuadrado medio
del error de RR sigue una distribucién chi-cuadrada
no centra, por € teorema 3.1 de la seccion 3, la distri-
bucién centra t, es perfectamente aplicable para probar
la significancia de los coeficientes estimados por RR.
Para al gjuste del polinomio cuadrético completo con
gue se modelan las superficies de respuesta, se recomien-
da utilizar € estimador RR para su guste, por presen-
tar este polinomio de forma inherente el problema de
multicolinealidad.

obia
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