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Resumen. Las series de anomalías de 

superficie cosechada, volumen de produc-

ción, rendimiento medio anual y volúmenes 

exportados e importados de frijol en México 

pueden ser caracterizadas por la dimensión 

fractal (Dv) estimada mediante la técnica de 

variografía. Los resultados sugieren que las 

series de anomalías de variables de frijol pue-

den ser modeladas como series autoafines. 

Los valores de dimensión fractal Dv > 1.5 

hasta 2 expresan la presencia de variaciones 

de corto plazo. Los valores de Dv > 1.5 para 

las series de anomalías de variables de frijol 

sugieren un comportamiento antipersisten-

te; es decir, estas series son impredecibles, 

a menos que se involucre un parámetro 

de fractalidad en los modelos estadísticos 

estimados con fines de predicción. 

Palabras clave: series autoafines, dimen-

sión fractal, variograma, función potencial. 

Fractal Analysis for Anomaly Time 
Series of Bean Related Variables in 
Mexico
Abstract. Mexico’s anomaly time series for 

harvested area, production volume, annual 

mean yield, and exported and imported 

volumes of dry bean can be characterized by 

means of fractal dimension (Dv), estimated 

through variography. General results sug-

gest those series can be properly modeled 

as self-affine series. Fractal dimension (Dv) 

values > 1.5 to 2 indicate presence of short 

time variation. Whereas Dv values > 1.5 for 

the dry bean anomaly time series suggest 

predominance of antipersistent variation; 

that is to say, all these series are unpredict-

able unless we involve a fractality parameter 

in the estimated statistical models so as to 

predict them.

Key words: Self-affine series, Fractal dimen-

sion, Variogram, Power function. 
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Introducción

Muchos fenómenos como terremotos, erupciones volcá-
nicas, patrones de vegetación, radiación solar, tempera-
tura, precipitación, propiedades del suelo, atributos de 
las plantas, precios de los productos agrícolas, compor-
tamiento de índices financieros, entre otros, son mejor 
descritos por una dimensión cuyo valor no es precisa-
mente entero, pero sí fracción o fractal (Grönlund et 
al., 2012; Blanco-Macías et al., 2011; Fattahi et al., 2011; 
Dominique et al., 2011). 

La palabra fractal proviene del adjetivo fractus, en 
latín, y su significado es irregular o rugoso (Ghosh et 
al., 2012; La Torre et al., 2011). La geometría fractal es 
una herramienta matemática desarrollada para estudiar 
sistemas que se caracterizan por una dimensión fraccio-
naria o fractal. Ha surgido como un complemento de la 
geometría euclidiana para explicar y describir los objetos 
y formas de una mejor manera (Lento, 2013; Grönlund et 
al., 2012). Las series de tiempo que se caracterizan por una 
dimensión no entera (dimensión fractal) son tratadas como 
series aleatorias o perfiles autoafines (Fattahi et al., 2011; 
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Mandelbrot, 1982). El análisis cuantitativo de la autoafi-
nidad, a través de los variogramas geoestadísticos, involucra 
la medición de relaciones de escala entre las varianzas 
promedio estimadas para diferentes intervalos de tiempo 
(Namyslowska y Wynalek, 2011a). 

Una limitante para el cálculo de la dimensión fractal 
de una serie de tiempo a partir del variograma es que 
éste es dependiente del intervalo de muestreo. Valores 
grandes de la dimensión fractal pueden ser el resultado 
de usar un intervalo de muestreo relativamente grande 
(Namyslowska y Wynalek, 2011b; Bachmaier y Backes, 
2011). Otra situación puede presentarse cuando la repre-
sentación log-log del variograma es una curva decreciente 
que ocurre, a veces, en el caso de estructuras periódicas 
de intervalo grande, lo cual índica efectos de hoyo (i.e. 
que son curvas sinusoidales) (Sadoti et al., 2014; Namys-
lowska y Wynalek, 2011b). Esta situación generalmente 
es eliminada con antelación porque la dimensión fractal 
se calcula al usar la pendiente del variograma log-log 
conformado por varianzas cercanas al origen. Además, 
las dimensiones fractales pueden ser comparadas entre 
variables de diferente naturaleza y magnitud de valores 
porque sus valores son independientes de la escala y no 
dependen de la magnitud de los valores de las variables, 
pero sí de la variabilidad (Kesavarao et al., 2011). 

En este artículo, las series de anomalías normalizadas 
de volúmenes de exportación e importación, superficie 
cosechada, producción y rendimiento medio anual de 
frijol en México se presentan como fractales autoafines 
con el objetivo de describir su complejidad y compararlas 
entre sí mediante sus valores de dimensión fractal. 

La elección de las series de tiempo de las variables 
mencionadas se debió a que el frijol se cultiva en todo el 
país, en aproximadamente una superficie de 1.7 millones 
de hectáreas (la superficie destinada al cultivo de frijol es 
solo superada por la destinada al cultivo de maíz), con 
una producción de 1.1 millones de toneladas (Sagarpa-
SIAP, 2013).

El papel de esta leguminosa es fundamental en lo 
económico porque representa para la economía campe-
sina una garantía de seguridad y soberanía alimentaria vía 
autoconsumo (INEGI, 2011). 

 
1. Materiales y métodos

1. 1. Datos
Las series de tiempo de superficie cosechada (ha), produc-
ción (t) y rendimiento (t ha-1) (de 1897 a 2012, 116 
años), así como volúmenes exportados (t) e importados 

(t) (de 1925 a 2010, 86 años) de frijol fueron analizadas 
mediante la técnica de variografía con el enfoque de 
geometría fractal. Los datos se obtuvieron de los sitios 
web del Sistema de Información Agroalimentaria 
de Consulta (Siacon) y del Servicio de Información 
Agroalimentaria y Pesquera (SIAP) dependientes de la 
Secretaría de Agricultura, Ganadería, Desarrollo Rural, 
Pesca y Alimentación (Sagarpa), así como de informes 
del gobierno de la presidencia de la República, de la 
Subsecretaría de Agricultura y Operación dependiente 
de la Secretaría de Agricultura y Recursos Hidráulicos 
(Sarh) (1983) y del Instituto Nacional de Estadística y 
Geografía (INEGI, 2009). 

1. 2. Análisis fractal
La geometría euclidiana, la trigonometría y el cálculo son 
herramientas que se usan por lo general para modelar 
fenómenos naturales. Sin embargo, algunos de ellos son 
mejor descritos por una dimensión cuyo valor no es 
precisamente entero, en otras palabras, no corresponde 
a una dimensión euclidiana. Ese valor, entonces, corres-
ponde a una dimensión fractal (Lento, 2013; Grönlund 
et al., 2012). Mandelbrot (1982) usó el término fractal 
para estudiar los fenómenos temporales o espaciales 
continuos que exhiben correlación dentro de un rango 
de escalas (Lento, 2013; La Torre et al., 2011; Fattahi 
et al., 2011). 

Los fractales son estructuras que presentan dos caracte-
rísticas principales: autosimilitud o autoafinidad (Fattahi 
et al., 2011). Las estructuras autoafines son caracterizadas 
de manera frecuente por la irregularidad, la cual se define 
como la fluctuación sobre una cierta escala longitudinal 
(Namyslowska y Wynalek, 2011a). En los sistemas autoa-
fines, la irregularidad cambia con la magnitud lineal de la 
superficie de acuerdo con el exponente de Hurst (H). La 
dimensión fractal (Dv) puede ser estimada a partir de su 
relación con H. Dv y H son llamados parámetros fractales 
y miden qué tanto se desvía una curva fractal de la función 
que se usa para aproximarse a ella (Velásquez et al., 2013; 
Sánchez et al., 2012). 

En este contexto, el variograma fue considerado como 
una función fractal. Representa una manera para medir 
el grado de complejidad al evaluar qué tan rápido se 
incrementa la varianza cuando se mide respecto a un 
aumento en el intervalo de tiempo (cambio de escala) 
(Kesavarao et al., 2011). La idea fundamental fue suponer 
que el variograma y la escala no varían arbitrariamente, 
más bien que están relacionadas por una ley de potencia 
(Dominique et al., 2011).  
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1. 3. Técnica de variografía
El variograma (semivariograma, función de la estructura 
o varianza de incrementos) es el valor esperado de la dife-
rencia, al cuadrado, entre dos observaciones separadas por 
un intervalo de tiempo (o lapso, w), expresado en años:

                                       (1)

donde V(w) es el valor promedio de la diferencia al cuadrado 
entre pares de datos separados por un intervalo w. 

Al considerar una longitud del intervalo (w), el valor de la 
diferencia entre Yni(w) y Yni(0) se distribuirá normalmente 
con varianza S(w)2 que es proporcional a w2H. El valor 
esperado por obtener será igual a S(w)2, así que: 

 
                                                                    (2)

donde H es el exponente de Hurst. 
Cuando se grafica a los logaritmos de V(w) contra 

los logaritmos de w es posible ajustar una línea recta 
si la serie es autoafín. La pendiente de la ecuación de la 
línea recta es dos veces H, y la dimensión fractal puede ser 
estimada mediante la ecuación:

 
                                                                      (3)

Dependiendo de los valores que tomen los parámetros 
de fractalidad (Dv y H ), se puede hablar de grados de irre-
gularidad o complejidad de las series: 

a ) Si Dv > 1.5 y H < 0.5, la serie es antipersistente, es 
decir, sugiere sensibilidad a fuerzas externas con variaciones 
de corto plazo. En este caso una tendencia de aumento en 
el pasado implica una tendencia a disminuir en el futuro, 
y una tendencia de disminución en el pasado implica una 
tendencia a aumentar en el futuro.

b ) Si Dv = 1.5 y H = 0.5 se trata de una serie que se 
comporta según el movimiento browniano. No hay 
correlación de los incrementos del pasado y de futuro. 

c ) Si Dv < 1.5 y H > 0.5, la serie es persistente, en otras 
palabras, presenta efectos de memoria a largo plazo. Lo 
que sucede hoy impacta en el futuro (Lento, 2013).

 
1. 4. Construcción de las series de anomalías de 
variables de frijol
Al considerar las series de tiempo de superficie cosechada, 
producción, rendimiento, volúmenes exportados e impor-
tados de frijol (datos originales: datos sin remoción de 
tendencias), la estimación del variograma no fue posible, 
en teoría. Cuando la distancia calculada entre puntos mues-
treados es cero, la función variograma se establece como 
cero, pero debido a la presencia de un error de medición y 
de variación en el espacio, cuando dos puntos muestreados 
son muy cercanos la función variograma no significa que 
deba ser cero, por lo que el efecto nugget se produce (Wang 
et al., 2014) (gráfica 1).

Los casos de volúmenes exportados importados y 
producción de frijol muestran un efecto de hoyo o 
comportamiento sinusoidal. El enfoque de geometría 

Nota: a) y b): 1925-2010; c), d) y e): 1897-2012.                                                               
Fuente: elaboración propia.

Gráfi ca 1.    Variogramas experimentales de volumen exportado para cada una de las series de tiempo.

a)

d) e)

b) c)
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fractal usado supone que las relaciones entre la varianza 
promedio y los incrementos de tiempo, sin remoción 
de las tendencias, se describe por funciones potenciales, 
de manera que si los variogramas no se ajustan a una 
función potencial, la dimensión fractal no debe ser esti-
mada con este método (Sadoti et al., 2014; Dominique 
et al., 2011). 

Por lo tanto, las tendencias de las series evidenciadas 
fueron eliminadas para cada una de las series; se tomó en 
cuenta que generan resultados espurios para series autosi-
milares o autoafines (Wilks, 2011; Lung y Yu, 2009). 

Dicho procedimiento se realizó con base en la ecuación (4):
 

                                                          (4)

donde Ydi es el i-ésimo valor de la serie sin tendencia. 
Después cada una de las subseries fue normalizada 

(ecuación 5): 

                                                                (5)

donde Yni es la i-ésima anomalía normalizada, Ȳd es la media 
aritmética de la subserie con tendencia removida y SDd es la 
desviación estándar de la subserie con tendencia eliminada. 

En la última etapa se unieron dos subseries de anomalías 
normalizadas para cada una de las variables. Como resultado, 
los conjuntos de datos de anomalías normalizadas presentaron 
media cero y varianza unitaria. Así, cada conjunto de valores 
Yni es considerado como serie de anomalías normalizadas de 
la respectiva variable (gráfica 2). El uso de las anomalías se 
justifica porque es común que las series de tiempo, en general, 
sean no estacionarias y presenten tendencias de plazo largo. 
Así, la remoción de las tendencias (como en este caso) es un 
aspecto importante con el objetivo de evitar la influencia de 
la no estacionariedad de las series originales que pudieran 
inducir resultados espurios (Wilks, 2011). 

Nota: a) y b): 1925-2010; c), d) y e): 1897-2012.                                                               
Fuente: elaboración propia.

Gráfi ca 2.    Series de anomalías normalizadas de variables de frijol en México.

a) Volumen exportado de frijol producido en 
México.

d ) Volumen de producción de frijol en México.

b) Volumen importado de frijol a México.

e) Rendimiento medio anual de frijol en 
México.

c) Superfi cie cosechada de frijol en México.
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La base de datos y la eliminación de las tendencias se 
computaron en hojas de cálculo de Microsoft Excel 2013, 
mientras que la estimación de los variogramas se realizó 
con el software Geostatistics for Environmental Sciences 
versión 2.3 (Gama Desing Software, 1995). 

2. Resultados y discusión

Algunos indicadores de las series 
de tiempo de volumen exportado 
e importado, superficie cosechada, 
producción y rendimiento medio 
anual de frijol muestran que de 1925 
a 2010 en promedio se han exportado 
unas 16 600 t e importado 50 000 t de 
frijol. En el periodo de 1897 a 2012, 
la superficie cosechada en México con 
frijol fue de 1.23 millones de ha en 
promedio, con una superficie máxima 
de 2.24 millones de ha y una mínima 
de 470 000 ha. La producción fue en 

promedio de 560 000 t, con una producción máxima de 
1.5 millones de t. En el caso de los rendimientos se destaca 
un valor máximo de 860 kg ha-1, un valor mínimo de 70 
kg ha-1 y un promedio de 380 kg ha-1. En el cuadro 1 
se presenta una descripción de las variables consideradas, 
medidas de tendencia central y variabilidad (estadísticos 
descriptivos), y en la gráfica 3 se representa a las series de 
tiempo correspondientes.

Nota: n = total de datos de la serie de tiempo. 
Fuente: elaboración propia.

Cuadro 1.    Descripción de las series de tiempo de superfi cie cosechada (ha), producción (kg), rendimientos 

(kg ha–1), volúmenes exportados (kg) e importados (kg) de frijol.

Variables n Varianza

1925-2010
1925-2010

1897-2012

1897-2012
1897-2012

86
86

116

116
116

7.78E+08
7.64E+09

2.62E+11

1.97E+11
0.04

16 603.7
49 339.6

1.23

557 990.0
0.38

130 076.0
490 189.0

2.24

1 549 091.0
0.86

0.0
14.0

0.47

82 577.0
0.07

Periodo Media Valor 
mínimo

Valor 
máximo

Volumen exportado (t )
Volumen importado (t )
Superfi cie cosechada 
(millones ha)
Producción (t )
Rendimiento (t ha-1)

Fuente: elaboración propia.

Gráfi ca 3.    Descripción de series de tiempo de variables consideradas en el estudio.

a) Serie de volumen exportado (t ) de frijol 
producida en México de 1925 a 2010.

d ) Serie de volumen de producción (kg) de frijol 
en México de 1897 a 2012.

b) Serie de volumen importado (t) de frijol a 
México de 1925 a 2010.

e) Serie de rendimiento medio anual (kg ha-1) 
de frijol en México de 1897 a 2012.

c) Serie de superfi cie cosechada (ha) de frijol en 
México de 1897 a 2012.
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Los resultados del variograma log-log se muestran en 
el cuadro 2. En general, la linealidad apreciada para las 
series de anomalías normalizadas de superficie cosechada, 
volumen de producción, rendimiento, y volúmenes expor-
tado e importado de frijol indica que pueden ser modeladas 
como series autoafines.

Los valores de Dv > 1.5 y valores de H < 0.5 expresan 
la presencia de variaciones de corto plazo (cuadro 2), lo 
cual sugiere sensibilidad a fuerzas externas con variaciones 
de corto plazo en las series de anomalías normalizadas 
de superficie cosechada, volumen de producción, rendi-
miento, y volumen exportado e importado de frijol. El 
comportamiento evidenciado es antipersistente y muestra 
la presencia de correlaciones negativas. En otras palabras, 
estas series son impredecibles. 

Este comportamiento antipersistente puede ser expli-
cado por la amplia variación en la producción de frijol en 
México, debido principalmente a que más de 50% de la 
superficie se cultiva en condiciones de temporal (Serrano 
et al., 2013; Sagarpa-SIAP, 2013; Ledesma y Ramírez, 1994), 
con uso limitado de semillas mejoradas, suelos pobres en 
nutrientes (Nansen, 2012) y con niveles tecnológicos limi-
tados obteniéndose en promedio rendimientos bajos (Valdez 
y Olivares, 1998) en comparación con los principales países 
productores como EUA, China, Indonesia, Myanmar y Brasil 
con rendimientos de 1.86, 1.53, 0.99, 0.93 y 0.80 toneladas 
por hectárea (Secretaría de Economía, 2012). 

El valor de dimensión fractal (1.86) para la serie de 
anomalías de rendimiento medio anual de frijol coin-
cide con el estimado (1.84) por Valdez et al. (2007). 
En general, las series en estudio se asocian a valores de 
dimensión fractal que sugieren la dominancia de varia-
bilidad de plazo corto. El orden de las series de acuerdo 
con la dominancia de este tipo de variación fue volumen 
exportado < volumen importado < superficie cosechada 
< rendimiento medio anual < volumen de producción.

Lo anterior sugiere la posibilidad de que fuerzas externas 
al sistema de producción, como pueden ser factores físicos, 
bióticos o climáticos influyan sobre la sensibilidad a las 
condiciones iniciales de las series de anomalías norma-
lizadas de variables de frijol en México. Por lo tanto, es 
recomendable que en trabajos de investigación futuros se 
involucre el análisis de la sensibilidad a las condiciones 
iniciales de las series en estudio mediante; por ejemplo, 
el exponente de Lyapunov, tal y como lo hicieron Valdez 
et al. (2007). 

Los resultados de los variogramas log-log para las series 
de anomalías de volúmenes exportados e importados, 
superficie cosechada, producción y rendimiento medio 
anual de frijol son mostrados en la gráfica 4. En el cálculo 
de los estimadores de fractalidad se usaron las observa-
ciones más cercanas al origen con el propósito de que 
sus valores fueran más estocásticos que determinísticos. 
Es decir, se procuró que en su cómputo se involucrara a 
las observaciones definidas por un gran número de pares 
o diferencias asociadas a diferentes intervalos de tiempo 
(w, años).

Conclusiones

Las series de tiempo de anomalías de variables de frijol 
se analizaron con la técnica de variografía. Los resultados 
muestran valores de Dv >1.5 para las series de anomalías 
de volúmenes exportados (t) e importados (t), superficie 
cosechada (ha), rendimiento medio anual (t ha-1) y 
producción de frijol (t), e indican que dichas series son 
series autoafines, a grado tal que la variación de plazo 
corto es la dominante. 

Los valores de las series de anomalías normalizadas 
sugieren que son prácticamente impredecibles mediante 
las técnicas estadísticas más usadas. Entonces, con fines 
de predicción, la recomendación es involucrar algún pará-

metro de fractalidad en la ecuación o 
modelo estadístico. 

Prospectiva

Las herramientas de la geometría 
fractal, como las utilizadas en este 
estudio, pueden incluirse en el análisis 
de series de tiempo para entender 
los posibles mecanismos que están 
influyendo en el comportamiento de 
los sistemas de producción de granos 
básicos en México. 

Cuadro 2.    Parámetros de fractalidad estimados con los variogramas log-log para las series de anomalías de

superfi cie cosechada, producción, rendimiento, volúmenes exportados e importados de frijol.

Serie de anomalías

1.798
1.818
1.839
1.889
1.865

0.453
0.630
0.139
0.159
0.143

0.887
0.806
0.951
0.953
0.919

0.202
0.182
0.161
0.111
0.135

4
4

11
9

17

Dv Se R2 n H Nota
(Variación predominante)

Volumen exportado
Volumen importado
Superfi cie cosechada
Producción
Rendimiento medio anual

Variación de corto plazo
Variación de corto plazo
Variación de corto plazo
Variación de corto plazo
Variación de corto plazo

Nota: Dv es la dimensión fractal; Se es el error estándar; R2 es el coefi ciente de determinación; n es el tamaño de la 
muestra y H es el exponente de Hurst. 
Fuente: elaboración propia.
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Permanece la posibilidad de que fluctuaciones asociadas 
a la variabilidad de corto plazo no reflejen algo especial 
acerca de los mecanismos que genera la dinámica en las 
series de anomalías de volúmenes exportados e importados, 
superficie cosechada, rendimiento medio anual y produc-
ción de frijol. ¿Acaso este comportamiento puede ser el 
resultado de los diversos insumos que intervienen en la 
cadena agroalimentaria de frijol en México? Esta pregunta 
justifica el estudio de estas series con el objetivo de conocer 
si sus comportamientos son afectados por fuerzas externas 
que operan a diferentes escalas de tiempo. Debido a ello, 
conviene manejar como meta la comprensión de los meca-
nismos que intervienen en la presencia de leyes de escala 
en las series, así como para generar conocimiento sobre 
su autoafinidad geométrica. 

Además de los insumos que se utilizan en la cadena 
agroalimentaria de frijol, deben ser considerados los 
factores climáticos, económicos y comerciales. La 
oferta de granos como el frijol está relacionada con la 
intensidad y distribución de las lluvias que impacta en 
su producción. Otros factores vinculados al cambio 
climático son la actividad solar y el fenómeno de osci-

Gráfi ca 4.    Variogramas log-log de las series de anomalías normalizadas de variables de frijol.

a) Volumen exportado de frijol de 
1925 a 2010.

d ) Volumen de producción de frijol de 
1897 a 2012.

b) Volumen importado de frijol de 
1925 a 2010.

e) Rendimiento medio anual de frijol de 
1897 a 2012.

c) Superficie cosechada de frijol de 
1897 a 2012.

Fuente: elaboración propia.

lación del Sur El Niño (ENSO, por sus siglas en inglés) 
que afectan el clima terrestre y en consecuencia el creci-
miento de las plantas. El productor de frijol también consi-
derará en su decisión de producción el comportamiento a 
la baja de los precios de venta, el aumento de los costos 
por el alza de los precios de los insumos, entre otros.

Los precios de las materias primas agrícolas, la oferta y 
demanda de los productos agropecuarios y los efectos del 
cambio climático son las principales causas del compor-
tamiento volátil en los mercados internacionales. Estos 
efectos agregan mayor impredecibilidad en volumen y 
valor a las series de superficie cosechada, rendimiento, 
importación, exportación, rendimiento y volumen de 
producción de frijol en México. Será por lo tanto, nece-
sario la utilización de la geometría fractal para identificar 
factores externos al sistema de producción. 

Por este motivo, en trabajos futuros es conveniente 
identificar la sensibilidad a condiciones iniciales de las 
series de anomalías mediante el índice de Lyapunov, 
por ejemplo, con el propósito de conocer a mayor 
profundidad sus dinámicas y divergencias de trayecto-
rias cercanas, i.e. nivel de caos. 
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