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Producto Simétrico de un Continuo fue

introducido por K. Borsuk y S. Ulam en el

Product of Subcontinua of the

Continuum Figure 8
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aflo 1931. Se sabe que los tnicos continuos
localmente conexos, cuyo modelo geométrico de
su Segundo Producto Simétrico se puede encajar
en el espacio Euclidiano de tres dimensiones,
son los subcontinuos del continuo figura 8. En
este articulo estudiamos la cantidad de agujeros
que tiene el segundo producto simétrico de
dichos continuos y cuantos mas se producen si
le quitamos alguno de sus puntos.
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Abstract. The Hyperspace called the n-th
Symmetric Product of a Continuum was
introduced by K. Borsuk and S. Ulam in 1931.
It is known that the only locally connected
continua, whose geometric model of their
Second Symmetric Product can be embedded
in the Euclidean space of three dimensions,
are the subcontinua of the continuum, Figure
8. In this paper, we study the number of holes
in the second symmetric product of those
continua and the number of holes that are

produced after we remove some of its points.

Introduccién

Una propiedad que se ha estudiado de manera importante,
en la teorfa de continuos, es el grado de multicoherencia de
un espacio. Intuitivamente, el grado de multicoherencia de un
espacio es el nimero de agujeros que tiene éste. Diremos que
un espacio es unicoherente si su grado de multicoherencia
es cero. Esta propiedad ha sido estudiada por diversos auto-
res, sélo por mencionar algunos de ellos: Eilenberg (1930),
Whyburn (1942), Bennet (1971), Mackowiak (1978), Nadler
(1978), Illanes (1985), Owens (1986), Garcia-Maynez ¢ Illanes
(1989), Charatonik, J. J. (1989), Youcheng (1996), Castafieda
(1998), Charatonik, J. J., Charatonik, W. J. e Illanes (1998),
Macias (2001) y Oliveros y Puga (2001).

Recientemente, una herramienta para establecer diferencia
entre espacios topoldgicos es descubrir qué tanto cambia el
grado de multicoherencia del espacio al quitarle un punto,
ver Illanes (2002), Anaya (2007), Anaya (2011), Anaya y
Orozco-Zitli (2011).

Key words: continuum, second symmetric
product, multicoherence grade, connected

component.

Existen continuos cuyo segundo producto simétrico puede
ser encajado en el espacio Euclidiano de tres dimensiones. En
este trabajo establecemos una clasificacién de los conjuntos de
a los més dos puntos de estos continuos que alteran el grado

de multicoherencia de su segundo producto simétrico.
1. Preliminares

Un continuo X es un espacio métrico, compacto, Conexo y no
degenerado. Diremos que 4 es un subcontinuo de X, si es un
subconjunto de X que por si mismo es un continuo. El hiperes-
pacio F, (X) es conocido como el n-ésimo producto simétrico
de un continuo X'y estd definido como {4ACX: 4 tiene a lo
més n puntos }, para cada n numero entero positivo, al cual se
le dota con la métrica de Hausdorff (Illanes, 2004).

Sean Y un espacio topolégico y CCY, denotaremos por
bo(C) al nimero de componentes conexas que tiene C en Y.
Para un espacio métrico conexo X, definimos el grado de mult-
coherenciaporr(X) = sup {by < (ANB): A, B son cerrados
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y conexos en X tales que X = 4UB} —1, si es finito, en caso

contrario, escribimos #(X) = c. Cuando #(X) = 0 diremos que
X es unicoherente. Sea peX, diremos que p agujera al espacio
X, si el grado de multicoherencia de X es menor que el grado
de multicoherencia de X \{p}, es decir, r(X) < r(X \{p}).

Consideremos Z y Y espacios topolégicos. Diremos que
Y es un retracto por deformacion de Z, st YC Z y existe una
funcién continua G:Z x [0,1]—>Z, tal que G(x,0)= x, para
cadaxeZ; G(Z,1)=Yy G (y,1)=y,paracada ye Y. Diremos
que Z es contraible, si existe un punto xg € Z, tal que {x¢} es
un retracto por deformacion de Z.

El continuo Figura 8 esta definido como la unién de dos
circunferencias que se intersectan en un solo punto. Los
subcontinuos del continuo Figura 8 son:

a) el arco, espacio homeomortfo al intervalo [0,1],

b) la curva cerrada simple, espacio homeomorfo a la cit-
cunferencia de radio 1,

¢) la paleta, unién de una curva cerrada simple con un
arco que se intersectan en un solo punto, el cual es punto
final del arco,

d) la medalla, unién de una curva cerrada simple y un
arco que se intersectan en un solo punto, el cual no es punto
final del arco,

e) el triodo, unién de tres arcos que se intersectan en un
punto, el cual es punto final de cada arco,

) el 4-odo, unién de cuatro arcos que se intersectan en un
punto, el cual es punto final de cada arco, y

£) el mismo continuo Figura 8;

Alos puntos de interseccién mencionados en los incisos ¢), d),
o, f)y g) los llamaremos puntos vértice. Véase la figura 1.

Flgura (M Subcontinuos del continuo Figura 8.
Curva cerrada
Arco simple Paleta
Triodo 4-odo Medalla

Se sabe que los unicos continuos localmente conexos
para los cuales su segundo producto simétrico se puede
encajar en el espacio euclidiano de tres dimensiones, es
decir, que se pueden dibujar en tres dimensiones, son todos
los subcontinuos del continuo Figura 8 (Castafieda, 2002),
este resultado justifica que el desarrollo de este articulo
sera geométrico.

Sean Y un conjunto y Z, WcY, denotatemos por (W,Z)
al conjunto {{w,z}: we W yzeZ} .Si X es un continuo,
se puede probar facilmente que: Si Wy Z son subcontinuos
de X, entonces (W,Z) es un subcontinuo de F»(X) tal que
(W,Z)\{{x,y} } es conexo, pata todo {x, y} € (W, Z).

Acerca del grado de multicoherencia del segundo producto
simétrico de un continuo, se tiene el siguiente teorema y su
prueba se puede consultar en Macias (1999):

Teorema 1. Si X es un continuo entonces r(Fo(X))<1.

Un resultado que nos sera de gran utilidad, que puede
consultarse en Hilenberg (1930); y que a continuacién se
enuncia, es:

Teorema 2. Sean X'y Y espacios topolégicos conexos. Si Y es
un retracto pot deformacion de X, entonces (X)=r(Y).

2. Clasificacidén

En esta seccién, presentamos el teorema principal de este
articulo.

Teorema principal. Sean W un subcontinuo del continuo
Figura 8 y {x,y} € F2(W). Entonces {X,y} agujera a F2(W)
siy sélo si, x y y no son puntos finales de W, con X#y, o x es
un punto vértice, con X=y.

Demostracion

La demostracion de este teorema la haremos por casos.

Sean W un subcontinuo del continuo Figura 8 y aelV.
Definimos al conjunto:

M(a)= {AeFy(W): acA}

a) Supongamos que W = [0,1]. Se sabe que el F>(W) es
homeomorfo a A = {(x,y)eR2: 0<x <y <1} (Illanes,
2004).

Los conjuntos M(0), M(1)y F{ (W) son homeomorfos a
los conjuntos {(0, c) € A: ¢ € [0,1]}, {(1,d) € A: d € [0,1]}
y {(e, e) € A: e € [0,1]}, respectivamente, los cuales corres-
ponden a los lados de A.

Sabemos que £, (W) es unicoherente. Ahora veremos que
elementos de Fp (W) lo agujeran.

Sea Age F(W), tal que Age M(0)OUM(1)UF(W).

Es facil probar que Fp (W)\{Ap} es contraible. Por el
Teorema 2 y dado que los puntos tienen grado de multico-
herencia igual a cero, Fy (W)\{A¢} es unicoherente, es decir,

A no agujera a Fp (W).
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Porotrolado,si 41€Fp(W),talque A1 = {ay,b},conb<a
y 0,1¢ 4. Definimos los conjuntos F = F([0,a1])\ {41}
y G =(W][a,1])\ {4}, representados geométricamente
en la figura 2.

Notemos que, F'y G son subconjuntos conexos y cerrados
de Fp (W)\{A4 1}y son tales que I, (W)\{4,} = FUG.

Por otro lado, tenemos que b (F NG) = 2, véase la figura
2. Asi r(Fo(W)\{A1})=1 Por lo tanto 4 agujera a I (W).
Con esto terminamos el caso a).

b) Supongamos que W = {(x,y) € R2:x2+y2 =1} En
Illanes (2004) se demuestra que F (W) es homeomorfo a
una banda de Mébius, donde F| (W) esta representado en
la orilla de la banda.

Es facil probar que F (W) es la unién de dos conjuntos
conexos y cerrados, cuya interseccion tiene dos componentes,
entonces 1 < r(£o(W)). Asi, por el Teorema 1, tenemos que
FFA (W) = 1
Consideramos 4 = {x,y}, donde x y y

CIENCIAS EXAcTAS Y APLICADAS

rau)JH(r—u))\{4p}, que geométricamente estan represen-
tados en la figura 4.

Los conjuntos F y G son conexos y cerrados en
Foy (W)\{4g}, ademids que Fr (W)\ {4y} = FUG. Dado que
FNG = (L(MOL(=r) o L(u)VL(—u))\{Ap}, tenemos que
bo(FNG) = 3 (véase la figura 4). Asi, 4¢ agujera a F5 (W), ya
que F(Fa(W)\ {4g})22.

Sea A1eF(W). Tenemos que Aj esta representado
por un punto que pertenece a la frontera como varie-
dad de la banda de Mébius, por lo que existe un espacio
Yo < Fo(W)\ {41}, tal que Yy es un retracto por deformacion
de Fo(W)\ {41}, tal que Y es homeomotfo a F(W), véase
la figura 5. De lo anterior y del Teorema 2, concluimos
que r(Fo(W)\{A1})=r(F2(W)), es decit, A] no agujera a
Fr(W).

Con esto terminamos el caso b).

Representaciéon geométrica de la division en dos conjuntos cerrados y conexos del espacio F,(W)\{4}.

son elementos distintos de W. Entonces
los puntos x y y determinan dos arcos
en la circunferencia, en el caso en que x (0,0}
y ¥ no sean antipodas elegimos el arco
de menor longitud y m(A4) denotara a su
punto medio; en otro caso, m(4) repre-
sentard el punto medio del arco que une
a x con y en direccién contraria de las
manecillas del reloj. Ahora, paracadaay

. o
b elementos de W que no son antipodas,

g

{a;3 {0,135

{0,a1} A, {ar}

definimos el arco ab como el arco menor

que determinan a 'y b en W, convenimos conjunto L(@).

Modelo geométrico del segundo producto simétrico de una curva cerrada simple y representacion del

que ab = ba. Definimos al conjunto
H(a,b) = {AeFy(W):m(4A)eab}. Si
aeW, denotamos por —ae W1 a su
punto antipoda. Consideremos al con-
junto L(a) = {AeFy(W): m(4) = a}
, asi L(a) = (a)UL(—a) se representa

L {a}y

como un arco sobre la banda de Mo-

LAi-a}

bius que une a {a} con {—a}, véase
la figura 3.

Ahora veremos cudles elementos de

Fy(Sh

f—al

Fr(W) lo agujeran. Tendremos dos

Representacion geométrica de la division en dos conjuntos cerrados y conexos del espacio F2 (W)\{4¢}.

casos; los elementos que constan de un
punto ylos que constan de dos distintos
de la circunferencia.

Consideremos Ag € Fy(W), don-
de Ag = {ag, by} con ay# by. Sean
m(Ag) =r yueW, tal que ug {r,—r}
; asi, definimos los conjuntos: F =

(H(rau)JHr—u)\{ Ao} y G = (H(=

f
{r} {u}
{—rt {—u} [y

g

_ {—1ud
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¢) Supongamos que W es un triodo. Sean Iy, I y I3 los
arcos tales que W es la unién de ellos y cuya interseccion
es un punto v, el cual es punto final de cada uno de ellos.
Observemos que el (W) es contraible y por lo tanto uni-
coherente; asi, r(F2(W))=0, véase la figura 6.

Consideremos los siguientes arcos J1 = 11U, Jo=1UI3,
J3=1Ul1,y el, e, e3 los puntos finales, distintos a v, de
los arcos 11,15 y I3, respectivamente. Si ¢,d e W, denotare-
mos por cd al unico arco, contenido en W, que tiene por
puntos finales a ¢ y d.

Ahora, veremos cuales elementos de F(W) lo agujeran,
pata esto tomaremos en cuenta los siguientes casos:

(1) Age M(er)oM(e)uM(e3)F (W),

(2) 41 ={ay, b1} I} talquev,epg A 1ya#by, para algin
ke{l1,2,3},

(3) 42 = {ay, by} coney,e;zAj tales que arely ybrel;
para algunos k,ie {1,2,3}y k=i, v

(4) 43 = (v},

Representacion geométrica del retracto por deformacion de Fi(W)\ {4;}.

Para el caso (1), se tiene que Fo(W)\ {4} es contraible, por
lo tanto 4g no agujera a F(W), véase la figura 7.

Para el caso (2), supongamos, sin perder generalidad,
que k =1y que byeejay. Sean Fi= Fy(eja))\{41}y Gy =
(Fa(Jrvav)u{Jryvayy, ejap)\{A41}. Entonces F vy G;
subconjuntos conexos y cerrados de F(W)\{4}, tales que
Fr(WM\{41} = F1uG). Dado que FinG; = ({a1},eiay)
\{A4 |} no es conexo, tenemos que bo(F1NG|) = 2, esto impli-
ca que r(Fo(W)\{41})=1 Por lo tanto, 4 agujera a Fr(W).

En el caso (3), sin pérdida de generalidad, supondre-
mos que k=1 e ;=2. Consideramos a los conjuntos
Fa = (Fa(eaz)WFa(exbr)UF(aze3ubres))\ {4z} y Gr =
(e1az, exby)\ N eyay, arezubrez) Aerbr, are3 ubres))\{As}.
Tenemos que Fp y G, son subconjuntos conexos y ce-
rrados de Fo(W)\{A4>}, tales que Fo(W)\{A,} = FrUGs.
Como FronGy = ({{aa}, WA {byo},W))\{A>} se tiene que
bo(FonGy) = 2, esto implica que r(Fo(T)\{4,})=1, por lo
tanto, A agujera a fH(W).

Para el caso (4), consideremos a los siguientes conjuntos
F3=(F2(I2))\ 43}y G3 = (Fa(I1) ALy, Jo)\{A3}. Asi, F3 753
son subconjuntos conexos y cerrados de F2 ( W)\ {43 }; ademas,
se tiene que Fo(W)\{43} = F3UGsy FanGs = ({v}, J)\{43}
(véase la figura 8), entonces bo(F3G3) =2 lo que implica que
r(Fa(W)\{A3})>2. De manera que 43 agujera a Fp(W).

Con esto terminamos el caso c).

d) Supongamos que W es una paleta. Denotaremos por S1,
I, vy, ala curva cerrada simple, al arco, el punto vértice y el
punto final del arco distinto de v, respectivamente.

Es facil probar, que el F(W) es homeomorfo al espacio
de la figura 9.

Con un argumento andlogo al dado en el caso b), tenemos
que r(Fr(W)) =1

Utilizaremos L(a) y H(a, b) como se definieron en
el caso b). Si a, beS, son tales que a y b no son pun-
tos antipodas, definimos a los siguientes conjuntos
Ma, b)={{c,d}e{l, S1y:{d,vieH(a,b)} y O(a) = {{a, ¢}
eFy(W):cell.

En seguida, veremos cudles elementos A de Fp(W) lo agu-
jeran, para ello, consideremos los siguientes tres casos:

1) Ay (Fy (M\{v} Do),

2) Ay = {v}y

3) Ae(Fy(M\(F1(M\HvE VL))

Representacion geométrica de como se puede contraer F2 (W)\{4¢} hacia un punto.
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Para el caso (1), 4] no agujera a F'o (W) y la prueba es si-
milar a la hecha en el caso de los conjuntos de un solo punto
en el inciso b).

Sean 1, u € S1tales que veru, donde uzr y ug{v, —v}, defi-
nimos a los siguientes subconjuntos de £ (W): Fo = H(r, u)u
H(=r, —u)ON (r, W)ON(-r, —u)UF, 1)y Go= H(r, —u)
UH(=r, u)UN (r, —u)UN(-r, u), véase la figura 10.

Tenemos que los conjuntos Fy y Ggson conexos y cerrados
en Iy (W), y satisfacen que F (W) = FoUG.

En el caso (2), consideremos a r =v. Definimos a
F1=Fo\{42}yG 1= Go\{42}. Se tiene que F1yG1son subcon-
juntos conexos y cerrados de £ (W)\{A45}, que satisfacen que
Fy (MMA4y} = F1uGy, Fingy = (LOVL(-v)VL(u)Y
L(—u)O(t)VO(W)\{4,} donde {v,t}eL(u)vL(-u), y
bo (F1NnG1) = 3. Esto implica que r(Fo(W)\{A>}) > 2y, por
tanto A, agujera a [y (W).

Para el caso (3), se tienen los siguientes tres subcasos:

3.1) Az€F; (S1),

3.2) A4e{SL,l)y

3.3) AseF> (1).

Para el subcaso 3.1, consideramos ar=m(A43) y los conjun-

tos Fp = Fo\{A43}yGr = Go\{43}. Tenemos que F, y G, son
subconjuntos cerrados y conexos de Fp (W)\{43} tales que
Fy (W\{ds} = FauGy y FanGy = (L(r)IL(—r)OLw) L
(—u)wO(tg)vO(t1))\ {43}, donde tg, t;€S! y satisfacen
que {v, to} e L(N)VL(=r)y{v, t1} € L(u)VL(—u). Asi que
bo(FanGy) = 3yr(Fo(W)\{A3} > 2porlo que. Porlo tanto
Ay agujera a Fy (W).
En el subcaso 3.2, consideremos A4 = {ay, bs}, r =m({ay, v}),
F3=Fo\{A4}yGs = Go\{A4}. Asi, F3 y G3 son subconjun-
tos cerrados y conexos de Fp (W)\{44} que cumplen que
Fa(M\Aa} = F30Gs y FanGs = (L)L) L)L
(—u)VO(12)wO(t3))\{A3}, donde ¢y, t3€S! satisfacen
que{v, tr} e L(r)VL(-r)y{v, t3} € Lu)VL(~u). De aqui
quebo(F3MG3) = 3yr(Fo(W)\{As} = 2
. Entonces 44 agujera a [y (W).

CIENCIAS EXAcTAS Y APLICADAS

esta maneta b F4nGg) = 3yr(Fo(W)\{4s} > 2. Entonces 4
agujera a I (W). Con esto terminamos el caso d).

¢€)Si W es una medalla, un 4-odo o el continuo Figura 8, en-
tonces {x,y} agujeraa Fy (W)siysélo si,x yy no son puntos
finales de W, con x#y, o x es un punto vértice, con x=y. La
prueba, de estos casos, se puede realizar siguiendo argumen-
tos similares a los utilizados en los incisos antetiores.

Con esto terminamos el caso ¢) y con ello la demostracién

del teorema.

Representaciéon geométrica de la division en dos conjuntos cerrados y

conexos de F,(W)\{43}, y la interseccion de éstos.

IACERDM Representacion geométrica de los }-0 y 90.

Para el caso 3.3, consideramos Go

As = {as, bs}. Sin pérdida de genera-
lidad, supongamos que bsevas. Sean
ueShtalqueue {v, —v}, Fa= (H(v, u)
UH (v, —u)UN(v, ) UN(—v, —u)u
FLast)\{ds}y Ga=(H(v, —u)IH(-v, u)
UMW, —u)UN v, —u)UF,, (vas))\{As},
véase la figura 11. Los conjuntos F4y Gy
son conexos y cerrados en [ (W)\ {45},
ademis P> (W)\{A5} =F4 U G4.Seat 4 S',tal
que{v, ta} € L(u)VL(—u).Notemos que
FanGyg = (LO)VL)OL(u)OL(—u)
(v}, vas)oO(ts) K{as}, vas)\{4s}.De

Fo
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4. Conclusién

Logramos la clasificaciéon de los
clementos que agujeran al segundo
producto simétrico de los continuos
localmente conexos, cuyo segundo
producto simétrico puede ser enca-
jado en el espacio euclidiano de tres

obia
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