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RESUMEN

Se investiga la ecuacidn no lineal de Schrédinger con potencial lineal. Para el estudio se utiliza el método que propone M. Ablowitz,
D. Kaup, A. Newell y H. Segur con el objetivo de obtener la integrabilidad de la ecuacién mencionada y la transformada de Bicklund
para soluciones solitdnicas. Adicionalmente, se analiza la dindmica de un solitén y se demuestra la existencia de interaccién eldstica de
solitones no auténomos.

PALABRAS CLAVE: solitones no auténomos, fisica no lineal, ecuacién no lineal de Schrédinger.

ABSTRACT

In this paper we investigate the nonlinear Schrédinger equation with linear potential. For the study, the method proposed by M.
Ablowitz, D. Kaup, A. Newell, and H. Segur is used with the aim of obtaining the integrability of the aforementioned equation and the
Bicklund transform for solitonic solutions. We analyze the dynamics of a soliton and demonstrate the existence of elastic interaction
of non-autonomous solitons.

KEYWoORDS: Non-autonomous solitons, nonlinear physics, nonlinear Schrodinger equation.
INTRODUCCION

El concepto clasico de solitdn fue desarrollado para sistemas no lineales y dispersivos que han sido auténomos;
es decir, el tiempo solo ha jugado el papel de la variable independiente y no ha aparecido explicitamente en una
ecuacién no lineal de evolucién. Sin embargo, existen situaciones frecuentes cuando un sistema estd sujeto a alguna
forma de fuerza externa, y estos casos son tipicos para experimentos con solitones dpticas temporales y espaciales,
laseres de solitones, interruptores y logica de solitones ultra rapidos (Hasegawa y Kodama, 1995; Agrawal, 2001;
Agiiero Granados y Serkin, 2020 y Taylor, 1992).
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Ciencias Exactas y Aplicadas CES

Histéricamente, el primer estudio del movimiento acelerado de un solitén en plasma no homogéneo bajo
un potencial lineal fue realizado en Chen y Liu, 1976, quienes descubrieron que, para el modelo de ecuacion
de Schrodinger no lineal con un potencial externo lineal, el método de transformacién inversa (IST) se puede
generalizar si se permite el valor propio variable en tiempo (TVE). Como consecuencia de esto, los solitones con
velocidades que varfan en el tiempo —pero con amplitudes invariantes el tiempo- han sido predichos (Chen y
Liu, 1976). Este estudio amplié sustancialmente el concepto de solitones clisicos.

La interaccién de solitones para los modelos generalizados de la NLSE con la dispersién, no linealidad, disi-
pacién o gananciay los potenciales variables en tiempo se han estudiado en varios trabajos (Serkin y Hasegawa,
2000; Serkin ez al., 2007; Serkin et al., 2010; Belyaeva y Serkin, 2011; Belyaeva ez al., 2021). Al comportarse
como una particula, un solitén puede acelerarse en un potencial externo cambiando su velocidad, amplitud y
fase. Las nuevas clases de solitones, nombrados solitones no auténomos, amplian el concepto clasico al incluir
la variacién de pardmetros como la velocidad, amplitud y fase debido a fuerzas externas. Siendo las soluciones
exactas de una ecuacién no lineal, solitones no auténomos interactian eldsticamente, pero mueven con ampli-
tudes, velocidades y espectros variables y adaptados tanto al potencial externo y las variaciones de dispersién
y no linealidad.

Uno de los avances mas notables en la teorfa de ondas no lineales fue el descubrimiento y desarrollo de un
método exacto para integrar las ecuaciones no lineales de evolucién, conocido como transformacién de dispersion
inversa (IST). Gardner ez al. (1967) demostraron que las soluciones de la ecuacion no lineal de Korteweg-de
Vries (KdV) presentan un comportamiento de tipo soliton. La cuestién principal es cdémo determinar si una
ecuacion no lineal de evolucién es integrable. Para abordar esto, Gardner ez al. (1967), asi como Lax (1968) y
el grupo AKNS formado por Ablowitz ez al. (1973) formularon un principio general en donde asocian varias
ecuaciones de evolucién no lineales con operadores lineales. Ablowitz ez al. (1973) lo formalizé elegantemente
en lo que se conoce como la jerarquia AKNS.

Existen numerosas ecuaciones de evolucion no lineales que tienen soluciones solitdnicas, como la ecuacién de
Korteweg-de Vries, la ecuacion de Boussinesq, la ecuacién no lineal de Schrédinger, y la ecuacién sine-Gordon,
entre otras. Cada una de estas ecuaciones puede asociarse con un par de operadores matriciales diferenciales
conocidos como pares de Lax, y es posible desarrollar el esquema AKNS para probar su integracion exacta. Si
una ecuacién no lineal de evolucion posee pares de Lax, se pueden encontrar sus soluciones soliténicas mediante
diversos métodos, como [aIST, las transformaciones de Bicklund y el método de Hirota (Ablowitz y Segur, 1981).

En este articulo aplicamos el método AKNS para demostrar la integrabilidad del sistema y empleamos la
transformada de Bicklund para obtener soluciones soliténicas. A continuacion, describimos ambos enfoques en
detalle con base en una investigacion original enfocada en el analisis de los solitones no auténomos en el contexto
de la ecuacién no lineal de Schrodinger con potencial lineal. EI método AKNS, inicialmente propuesto para
determinar la integrabilidad de ecuaciones no lineales, permite establecer que la ecuaciéon no lineal de Schro-
dinger con potencial lineal es completamente integrable. Posteriormente, las soluciones soliténicas se pueden
obtener utilizando la transformada de Bicklund.

El método AKNS (Ablowitz ez al., 1973) consiste en unos pasos: 1) establecer un problema de dispersién
lineal donde la solucién de la ecuacidn no lineal juega el papel del potencial, 2) elegir la dependencia temporal
de las funciones propias de tal manera que los valores propios permanezcan invariantes en el tiempo, 3) resolver
el problema de dispersion directa en el tiempo inicial y determinar la dependencia temporal de los datos de
dispersidn y 4) resolver el problema de dispersién inversa en tiempos posteriores conociendo los valores propios
discretos correspondientes a la dependencia temporal de los otros datos de dispersién reconstruir el potencial.

En nuestro trabajo presentamos un esquema AKNS generalizado con los valores propios que tienen una
dependencia de tiempo basando en referencias (Serkin y Hasegawa, 2000; Serkin ez 4/., 2007; Serkin ez al., 2010;
Belyaevay Serkin, 2011). Demostramos las propiedades de los solitones no auténomos en el marco del modelo
generalizado de la NLSE con el potencial lineal:
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i Q22D Q4 jrj0po - 21130 = 0 0

donde D(T), R(T) y A(T) son los coeficientes de la dispersion, la no linealidad y el potencial lineal variables
en tiempo.

1. ForMALISMO AKNS GENERALIZADO

Como primer paso en la construccion del modelo completamente integrable con potencial lineal se introduce
el concepto de par de Lax. En el marco del método de dispersion inversa (Ablowitz y Segur, 1981), la ecuaciéon
integrable no lineal surge como condicién de compatibilidad del sistema de ecuaciones diferenciales matriciales
lineales:

= Fy(x1),

‘9“’ - Gunn )

donde w(x,t) = { 1,2} T esunafuncién compleja de dos componentes que se llama a funcién de dispersion.
ﬁ y § son matrices (2 x 2) con componentes complejos.
Resolviendo la condicién de compatibilidad del sistema (2):

of 8§  (pe (3)
=0
se puede obtener la ecuacién de evolucién no lineal deseada para el potencial de dispersién g(x, 7).

Consideramos ahora el caso general del método de dispersion inversa con un parametro espectral dependiente

del tiempo A(7) y las matrices f y .

Fasn=Fiam.oise.m: 2 B): 2L (). G2 () (@.1)
Ga:sn = Gam.orswn.1i: 94 (5): 2 (V... SO (2, (42)

dependiente de las coordenadas generalizadas § = S(x, 7) y 7(¢) = ¢, donde la funcién Q[ S(x,T), 7] dependen
de los potenciales de dispersion Q(S,7) y R(S,T) y sus derivadas, correspondientemente. La condicién para la
compatibilidad del par de ecuaciones diferenciales lineales (3) toma la forma:

]7+8]78S 8965’ FIF.G]=0 (5)

oT oS oT oS ox
donde:

F=-iND)G+ U 6)
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siendo 63 la matriz de espin de Pauli y las matrices U y @ son dadas por:

U=o FY(T) (R (;),T) Q(g,T)) (8)

~  (exp[—ip/2] 0
P = ( 0 expliop/2] ) ®)

donde F(7) y (S, T) son funciones reales desconocidas que se tienen que encontrar, y es una constante arbi-
trariay el pardmetro o = +1se introdujo para separar los solitones brillantes y oscuros.

Los elementos deseados de la matrlz G (conocidos en la literatura moderna como los elementos AKNS) se
pueden construir en la forma § = Z GkAk con el pardmetro espectral variable en el tiempo A(7) dado por

Ar=21o(T) + M(TDA(T) (10)

donde las funciones dependientes del tiempo Ag(7) y A1,(7) son los coeficientes de expansion de A7 en
potencias del pardmetro espectral A(T).

Resolviendo el sistema (5-9), se encuentran los elementos A, B, C de la matriz § y dos ecuaciones generales
para iQryiRT.

Al colocar R = =0 se genera una reduccién, por lo que es ficil encontrar que las ecuaciones de iQry iRT
toman la misma forma si se cumplen las siguientes condiciones:

* *
ap= —ap, ar = —ai

a = _a>2k> asz = _a§ (11)
Ao=10, A1 =271
F=F*

De acuerdo con las condiciones (11), las funciones imaginarias ao( 1), a1(T), a2(T) pueden ser definidas como
ao(T) = iyo(T), a(T) = iV(T), ax(T) = —iDy(T). El coeficiente de no linealidad est4 relacionado con el coefi-
ciente de dispersion: Ry(T) = F2tDy(T) y las funciones Dy(T), V(T),yo(T) son reales. Los coeficientes D2(T) y
R>(T) son representados por funciones definidas positivas (para & = —1), ¥ se asume como un niimero semientero.

Esto permite generar la forma general de la ecuacién NLSE con término de ganancia o absorcién I, con
potencial lineal A¢ y parabélico Q:

199+ 201 T + oRa1)IOP 0 - 240(DXQ — 5 OANN20 = iTQ (12)

Para finalizar, se puede escribir la forma general de la ecuacién NLSE con potencial lineal y coeficientes de
dispersién y no linealidades dependientes del tiempo.

199+ 3o 29 + R(DIQRQ - 210(DXO= (13)
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Por lo tanto, gracias al método ANKS significa que la ecuacién es completamente integrable y permite solu-
ciones tipo soliton.

2. SOLUCIONES SOLITONICAS MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE BACKLUND

La transformada de Biacklund es una herramienta poderosa en la teorfa de ecuaciones no lineales que permite
construir nuevas soluciones a partir de soluciones conocidas. En el contexto de la ecuacién no lineal de Schrodinger
(NLSE) con potencial lineal este método proporciona una manera efectiva de generar soluciones solitdnicas
multiples, conocidas como soluciones N-solitdnicas. A continuacion, detallamos el procedimiento paso a paso para
aplicar este método al sistema estudiado.

2. 1. Definicién de la transformada de Bicklund

Sea w(x, £) una solucién conocida de la NLSE bajo el potencial lineal dado por la ec. (13). La transformada de
Bicklund permite generar una nueva solucién y'(x, t) a partir de y(x, t), con la forma

w'(x, 1) = y(x, 1) + Ap(x, 1) (14)

donde Ay/(x, ) es una correcciéon que depende de los pardmetros del sistema, tales como el potencial lineal, los
coeficientes de dispersién, no linealidad y las propiedades de la solucion inicial w(x, #). Este término de correccion
esta ligado al pseudopotencial del sistema, el cual desempena un papel crucial en la evolucién de la solucién soliténica.

2. 2. Ecuaciones de la transformada de Bicklund
La forma especifica de la transformada para la NLSE se obtiene resolviendo las ecuaciones de Bicklund, que

establecen la relacidn entre la solucién original y(x, £) y la nueva solucién y'(x, f). Estas ecuaciones se pueden
escribir de la siguiente manera:

oy' _ oy ,

vy _Y¥ 1
o A D) (15)
o' _ oy /

ar - o OV (16)

donde Fy G son funciones que dependen de la solucién y(x, £) y del pardmetro espectral A, que caracteriza la
forma de la correccidn soliténica. La eleccién del pardmetro A esta relacionada directamente con las propiedades
de la nueva solucién. Por ejemplo, en el caso de solitones brillantes, A puede estar asociado con la amplitud y la
velocidad del solitén generado.

2.3. Construccion de soluciones soliténicas

Una vez que se han resuelto las ecuaciones de Bicklund, es posible construir explicitamente las soluciones soli-
ténicas. Para una solucién de un solo solitén, la transformada de Biacklund genera una correccién de la forma:

0(x, 1)
) (17)

_, 0 ( o
Ay(x,t) =2 i In|1+ )
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donde O(x, ) es una funcién auxiliar que depende del tiempo y el espacio y que determina el perfil del solitén
afiadido. Para un solitdn brillante, esta funcién podria tener la forma:

O(x, t) = nox + Kot (18)
con los pardmetros 717¢ y k() relacionados con la amplitud y velocidad del solit6n.
2.4. Soluciones N-solitonicas

El método de Bicklund no se limita a generar una solucién soliténica individual. Al aplicar de manera iterativa
la transformada, es posible obtener soluciones de multiples solitones (Mendez-Zuiiga e al., 2023). Para generar
una solucion de dos solitones, se aplica la transformada sobre la solucién de un solitdn:

W 2soliton(Xs 1) = Yisoliton + AW 1(X, 1) (19)

Cada iteracién anade un nuevo solitén al sistema, pero respetando la integrabilidad de la ecuacién y preser-
vando las propiedades esenciales de la solucién original. En particular, las soluciones multiples muestran
interaccion eldstica, lo que significa que después de colisionar, los solitones conservan su forma y velocidad.

Entonces las soluciones soliténicas de la ec. (13) se pueden obtener aplicando la transformacién de Bicklund
(Chen, 1974) y la relacién de recurrencia (Rangwala y Rao, 1985; Serkin ez 4/, 2010).

Estas soluciones tienen una fase adicional autoinducida (un "chirp"):

o(x, T) = 6(D)x/2 + ¢o(T= 0), (21)

donde el perfil autoinducido O(7) se genera en concordancia con los coeficientes variables del sistema:

_ _WIR(T),D(T)]
(D) = DXT)R(T) (22)

y depende del wronskiano W(R,D) = RD'; — RD' . Para la ecuacidn (13) los coeficientes estan relacio-

nados como:

AT B exp— 2920 (). (23)

La ec. (20) conecta las soluciones para (n — 1) y n solitones mediante el llamado pseudopotencial
v 7)
v2(x, T

Cp1(x, 1) = para las funciones y(x, T) = (y1, y2)7 de dispersién del solitén (n — 1).
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2. 5. Propiedades de las soluciones generadas

Las soluciones obtenidas mediante la transformada de Bicklund presentan una serie de caracteristicas interesantes.
Primero, los solitones no auténomos muestran una autoinduccion de fase o “chirp”, que es una modulacién en
su frecuencia debido a la dependencia temporal de los coeficientes del sistema. Esta modulacién afecta tanto a la
amplitud como a la forma del solitén:

o(x, T) = ¢poei®x. 1) (24)

donde O(x, T) representa la fase autoinducida.
Ademas, los solitones exhiben comportamientos adaptativos al potencial lineal y a las variaciones de dispersién
y no linealidad ajustando su velocidad y amplitud en funcién del medio externo.

3. RESULTADOS

Consideramos un ejemplo para analizar las soluciones y demostrar la dindmica de solitones no auténomos
con el potencial lineal. Sea que la no linealidad del medio se mantenga constante: R(T) = Rp =1y que la
dispersion disminuya exponencialmente: D(T) = Dg exp(—co7), donde Do = 1 y una constante ¢ << 1,
ademds del coeficiente del potencial lineal A(#) aceptamos como una constante A = const , elegimos o=
1 para obtener las soluciones para los solitones brillantes y, por tltimo, la fase autoinducida de acuerdo con

la ec. (16) tiene la forma: ®(T) = O¢ exp (coT), con Op = 1.

Desarrollando ec.(20), obtenemos las soluciones para (n = 1) y solitén:

01(x. ) = 201 DoexplegTysechl[1(x, Dlexp [~ Og exp(coN X~ in(s D] (25)

La solucién para dos solitones (1 = 2) es la siguiente:

0x(x, T) = 4{Doexp(~coT) %ap ~ 2 @oexp(colX? (26)

Con los argumentosy fases §i(x, T), yi(x, T) que estan relacionadas con las amplitudes 7;(T) y las velocidades

ki(T), donde kp; y no; corresponden a la velocidad inicial y la amplitud del i-esimo soliton.

o (Ko _ 14 tofexpleD =1
Ei(x, T) = 2nopixexp(coT) + 4DOT]01{ co [exp(coT) — 1]+ o [ co T]}

2 -1 A
2105 ) = 2Kaicexp(coT) + 2Doficg, —n o) SEELD=L 4 270 [expeoT) - 1]

+ 4Dgico; };‘_g[%(?_l_jw] + 2Dy (76\:_8)2 [exp(COT) ZOGXP(_COT) _ ZT] [%07)_1 _ T] 27)

CIENCIA ergo-sum, ISSN 2395-8782, Vol. 33, 2026. Universidad Auténoma del Estado de México, Toluca, México. Pp. 1-11. 9309 | 7



Ciencias Exactas y Aplicadas CES

siendo las amplitudes:

ni(7) =%nm (28)

y las velocidades:

. DoR(T) [ Ro (T Ao(t)D(7)
KIT) = Rop(7y [0+ Do b0 a1 29)
donde k;y 170; corresponden a la velocidad inicial y la amplitud del i-esimo solitdn.
Para la solucién 2-solitonica (n = 2) las magnitudes N(X, 7) y D(X, 7) de la ec. (26) estan dadas por:
. . 2 2
N = cosh(E2)exp(—ixD[(x2 — x1)2 + 2in2(x2 — kp)tanh(&2) + n] -} ]
. . 2 2
macosh(Sp)exp(—ix2)[(x2 = k1)? - 2in1(x2 — k1)tanh($1) — | + N3],
D = cosh(¢1 + &)[(k2 — k1) + (N2 — M1)2] + cosh(§1 — E2)[(x2 — k1)? + (M2 — M1)?]
—4ninzcos (12 — % 1)- (30)

La dinamica delos solitones en el potencial lineal se muestra en figuras 1y 2. La figura 1 muestrala dindmica de
un solitén no auténomo que se mueve por una trayectoria parabdlica reflejando del potencial lineal. Gracias ala
dispersion que disminuye exponencialmente y el cambio de su fase inducido, el solitén tiene laamplitud creciente.
En la figura 2 se muestra la interaccién de dos solitones que se describe por las férmulas 25y 26. La colisién tiene
un cardcter elastico con el drea central de interferencia no lineal, tal que las trayectorias de cada uno de solitones
se conservan sus formas parabolicas.

40
=
(1) (b) .
4.5
“20- cF
&0
30 ' 15
.7

0 .
ip 20 ¥ 4l

FIGURA 1
Evolucién del solitdn brillante no auténomo representado por la ecuacién (13)*

Nota: *con pardmetros del modelo c0 = 0.05, A0 =—0.2, 101 = 0.5, €01 = 3. La figura 2) muestra el comportamiento espacio-temporal
y la figura 4) el mapa de contorno correspondiente.
Fuente: elaboracion propia.
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FIGURA 2
Evolucién de dos solitones brillantes no auténomos representados por la ec. (13)
Nota: con pardmetros del modelo: *¢0 = 0.05, A0 =—0.2. 01 = 1,02 = 0.75, k01 = —1.2, K02 = 1.8. La figura 2) muestra ¢l
comportamiento espacio-temporal y la figura 4) el mapa de contorno correspondiente
Fuente: elaboracién propia.
PROSPECTIVA

El estudio de solitones no auténomos y su interaccion eldstica en sistemas fisicos continua siendo un campo de

investigacion prometedor en la fisica no lineal. A medida que avanzamos, hay varias direcciones interesantes que

podrian expandir y enriquecer atin mds este campo:

a) Exploracién de nuevos sistemas fisicos: aunque hemos abordado el problema de solitones no auténomos en el

contexto de la ecuacion no lineal de Schrédinger con un potencial lineal, serfa fascinante extender este andli-
sis a otros sistemas fisicos relevantes. Por ejemplo, investigar cdmo se comportan los solitones no auténomos
en medios épticos no lineales con potenciales no lineales o en sistemas de condensados de Bose-Einstein
(BEC) con potenciales externos variables en el tiempo podria revelar nuevos fendmenos y aplicaciones.

b) Efectos de la dispersion y la no linealidad variable en el tiempo: hasta ahora, hemos considerado coefi-

cientes de dispersién y no linealidades variables en el tiempo de manera independiente. Sin embargo,
investigar c6mo interactian estos efectos en la dindmica de los solitones no auténomos podria propor-
cionar informacion valiosa sobre la complejidad de estos sistemas. Ademds, explorar cémo las variaciones
temporales en estos coeficientes afectan la estabilidad y la formacién de patrones de los solitones seria una
linea de investigacion fructifera.

¢) Aplicaciones practicas: los solitones no auténomos tienen importantes aplicaciones en diversas dreas como

la éptica no lineal, la fisica de la materia condensada y la fisica de plasma. Investigar como estas soluciones
pueden ser manipuladasy controladas experimentalmente abrirfa nuevas oportunidades para el disefio de
dispositivos dpticos y sistemas de comunicacion avanzados, asi como para la comprension de fenémenos
fisicos fundamentales en sistemas cudnticos y clasicos.

d) Desarrollo de métodos analiticos y numéricos: aunque hemos presentado un marco tedrico para la obtencién

de soluciones exactas de la ecuacién no lineal de Schrédinger con potencial lineal, el desarrollo de nuevos
métodos analiticos y numéricos para el estudio de solitones no auténomos seguird siendo una tarea impres-
cindible. Esto incluye la exploracién de técnicas de simulacion avanzadas, asi como el desarrollo de aproxi-
maciones analiticas para comprender mejor el comportamiento de estos sistemas en diferentes regimenes.

CIENCIA ergo-sum, ISSN 2395-8782, Vol. 33, 2026. Universidad Auténoma del Estado de México, Toluca, México. Pp. 1-11. 9309 | 9
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En resumen, el estudio de solitones no auténomos en sistemas fisicos con potenciales variables en el tiempo
ofrece un amplio campo de investigacién con numerosas posibilidades para descubrimientos emocionantes y
aplicaciones practicas. A medida que continuamos avanzando en esta direccidn, es posible esperar una mayor
comprensién de la complejidad y la riqueza de los fendmenos no lineales en la naturaleza.

CONCLUSIONES

El método de dispersién inversa a través de los pares de Lax y de la jerarquia AKNS proporciona una gran herra-
mienta para establecer la integrabilidad de muchas ecuaciones no lineales de evolucién como lo es la NLSE con
potencial lineal. Ademas, nos asegura que dichas ecuaciones tienen soluciones tipo soliton. Gracias a la genera-
lizacién del método AKNS para los pardmetros del sistema que dependen de tiempo, hemos analizado analiti-
camente una nueva clase de soluciones: solitones no auténomos. Hemos demostrado la dindmica de solitones
no auténomos tomando como un ejemplo el modelo de la NLSE con el potencial lineal. Concluimos que esta
nueva clase de soluciones amplian sustancialmente el concepto de solitones clésicas generalizando los a solitones
no auténomos que interactiian eldsticamente y que se mueven con amplitudes, velocidades y espectros variables
y adaptados tanto al potencial externo y las variaciones de dispersién y no linealidad.
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