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RESUMEN

Se revisa un panorama general de procesos de decision de Markov a través de un modelo de linea de espera controlada. El modelo utilizado
se trabaja bajo un criterio de optimalidad promedio para el cual se muestra la existencia de politicas estacionarias. Posteriormente, via
programacion dindmica y Q-learning se determina el costo dptimo y la politica ptima. Para finalizar, se proporcionan algunos experi-
mentos numéricos que validan los resultados obtenidos por programacién dindmica y Q-learning. Ademds, se realiza una comparacion
de las soluciones que producen estas dos técnicas.

PALABRAS CLAVE: procesos de decision de Markov, teorfa de lineas de espera, Q-learning, costo promedio, politicas estacionarias.

ABSTRACT

An overview of Markov decision processes is reviewed using a controlled queucing model. The model used is treated under an average
optimality criterion for which the existence of stationary strategies is shown. Subsequently, dynamic programming and Q-learning are
used to determine the optimal cost and the optimal policy. Finally, some numerical experiments are presented to validate the results
obtained by dynamic programming and Q-learning. Furthermore, the solutions obtained with these two techniques are compared.

KEeYworDps: Markov decision processes, queucing theory, Q-learning, average cost, stationary policies.

INTRODUCCION

Las lineas de espera o colas estan presentes en la vida diaria. Se encuentran en bancos, supermercados, hospi-
tales, en el transito vehicular o cuando se realiza algiin trdimite administrativo. Es fundamental que un sistema
de colas trabaje de forma éptima, ya que, de acuerdo con Hillier (2005), el tiempo que la poblacién de un
pais pierde al esperar en las colas es un factor determinante tanto de la calidad de vida como de la eficiencia
de su economia. En general, los clientes o consumidores de un sistema de lineas de espera no necesariamente
estin compuestos por personas. Existen situaciones donde, en lugar de clientes, los elementos de las colas son
bienes perecederos, méquinas, datos, bits, etc. De este modo, las lineas de espera se extienden a diferentes
dmbitos cientificos y dreas de aplicacién: ingenierfa (Hamilton ez a/., 2018), telecomunicaciones (Afolalu ez
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al.,2021), inteligencia artificial (Lovas y Rdsonyi, 2021), medicina (Fomundam y Herrmann, 2007), finanzas
(Lari Dashtbayaz ez a/.,2019). En este trabajo, la atencidn se centra en mostrar un panorama general de lineas
de espera. Nos interesa, en especifico, identificar las componentes del problema de lineas de espera con un
modelo de decision de Markov. El modelo de decision utilizado tiene asociado un criterio de recompensa
promedio, pues, como bien menciona Cao (2021), el criterio de recompensa promedio ocupa una piedra
angular de la teorfa de control de colas, especialmente cuando se aplica al control de sistemas informéticos y
redes de comunicacion. Los modelos de decision se ocupan de situaciones en donde se deben tomar decisiones
en etapas multiples y sucesivas. En cada etapa, dependiendo del estatus actual de la situacién y de la decision
tomada, se obtiene de manera inmediata un costo o una recompensa. Para la identificacion requerida, se revisa
de forma general la teorfa de procesos de decisién de Markov (PDM) y las técnicas que resuelven problemas
de control de este tipo, a saber, programacién dindmica (PD) y aprendizaje por refuerzo (AR). Una de las
técnicas que se ha propuesto para trabajar con modelos de decision secuencial es la programacién dinamica.
En la literatura, la PD se considera una herramienta poderosa para encontrar tanto una estrategia 6ptima
como el costo éptimo bajo algun criterio de rendimiento. El modelo tedrico de un sistema estd compuesto
por la matriz de transiciones, matriz de costos/recompensas y el tiempo. Es frecuente que la evaluacién de
las probabilidades de transicién involucre la evaluacién de multiples integrales que contengan funciones
de densidad de probabilidad o funciones de masa de probabilidad de las variables aleatorias presentes en el
modelo. Sin embargo, cuando se tiene un sistema con muchas variables aleatorias, la tarea anterior se con-
vierte en un trabajo extremadamente desafiante. Este problema se conoce como la maldicién del modelaje
de PD. Por otro lado, cuando se trabaja con sistemas estocésticos grandes aparece la llamada maldicién de
la dimensionalidad de PD. Por lo anterior, se dice que la PD sufre de una doble maldicién: la maldicién de
la dimensionalidad y la maldicién del modelaje (Gosavi, 2015). Para combatir estas problemdticas, se ha
implementado la metodologia de AR, la cual se presenta como un tipo de PD basada en simulacién. Una
caracteristica interesante de AR es que no se necesita la matriz de transicién de probabilidad; en su lugar,
se requiere solo de la distribucién de las variables aleatorias que gobiernan el comportamiento del sistema
estocastico. Después de proporcionar una visidén general de programacién dindmica y aprendizaje por re-
fuerzo, se utiliza un sistema estocastico a tiempo discreto, el cual cuenta con un mecanismo de transicién
controlado que describe el modelo de lineas de espera con el objetivo de implementar los algoritmos de
los procedimientos expuestos en Sennott (2009) para PD y en Gosavi (2015) para AR. Los algoritmos se
desarrollaron en el soffware R (R Project, 2022). Con este enfoque, se deduce una estrategia de operacion
estacionaria de tipo umbral (Kitaev y Rykov, 1995). El articulo est4 organizado del modo siguiente: la sec-
cién 1 proporciona una visién general de modelos de lineas de espera y se presenta el modelo con el que se
trabaja a lo largo del articulo. En la seccidn 2 se revisa de manera general la teoria de procesos de decision
de Markov y se aborda el modelo de lineas de espera propuesto en la secciéon 1. En la seccién 3 se utiliza PD
para dar solucién al modelo de lineas de espera a través de PDM. Después, en la seccidn 4 se revisa la teoria
de aprendizaje por refuerzo con el objetivo de obtener una versién numérica del modelo de lineas de espera
de la seccién 1. Finalmente, en la seccién 5 se muestran ejemplos numéricos de la teoria de lineas de espera
usando el enfoque de programacién dindmica y aprendizaje por refuerzo.

1. MODELO DE LINEAS DE ESPERA

Un sistema de colas incluye servidores, clientes y, usualmente, lineas de espera, las cuales se producen
cuando la demanda de un servicio supera la capacidad de proporcionar dicho servicio. En la vida diaria nos
encontramos con una variedad importante de sistemas de colas. Sin embargo, existen situaciones en las que
los servidores son computadoras, unidades de mantenimiento vehicular, lineas de comunicacidn, servicio
técnico, hospitales, estaciones o lineas de produccién, mientras que los clientes son mensajes, bloques de

2 | e290 Portillo-Ramirez, G. et al. I Un panorama general del aprendizaje por refuerzo en lineas de espera controladas...



CES Espacio del Divulgador

bits u objetos en un proceso de servicio o de manufactura. La caracteristica constante en cada uno de estos
ejemplos es que no se sabe con seguridad el tiempo de llegada de los clientes ni el tiempo de servicio. Por
otro lado, en un sistema de colas existen dos escenarios que se desean evitar. El primero, cuando un cliente
sale de la fila a causa de una fila excesiva, debido a que los servidores proveen el servicio con una tasa de
atencion baja. El segundo, cuando la atencién del servicio es eficiente, pero se generan costos excesivos a
causa de la tasa de atencidn tan alta. Para evitar este tipo de escenarios, se necesita que un sistema de colas
opere de manera éptima; el enfoque de teoria de control ofrece una alternativa para este tipo de operacion.
En algunos contextos se ha documentado que, aunque los servidores trabajen a una tasa de atencién baja, los
clientes estdn dispuestos a esperar por la necesidad acceder al servicio; sin embargo, su deseo es conocer el
tiempo de espera. Por lo tanto, es claro que existen multiples factores de interés en una cola. En este marco,
se tienen algunas de las medidas de desempefio de las colas, por ejemplo, longitud de la cola, probabilidad de
pérdida, tiempos de espera, tiempo del sistema, carga de trabajo, proceso de antigiiedad, periodo ocupado,
periodo de inactividad y tiempos de salida (Alfa, 2016). Algunos de los pardmetros més utilizados para ca-
racterizar un sistema de colas incluyen los procesos de llegada y servicio, capacidad del sistema, la cual puede
ser finita o infinita, y disciplina de cola como FIFO (primero en llegar, primero en salir), LIFO (tltimo en
entrar, primero en salir), SIRO (servicio en orden aleatorio) y PRIO (prioridad). El estudio de un sistema
de colas ocurre de manera natural a tiempo discreto y a tiempo continuo (Puterman, 2005). En este trabajo
serd usado un modelo a tiempo discreto. Para abordar modelos de colas en tiempo continuo, por ejemplo,
en modelos semimarkovianos, se sugiere consultar Kitaev y Rykov (1995).

Una de las caracteristicas para obtener férmulas cerradas para las medidas de desarrollo de un sistema de
lineas de espera es bajo el supuesto de ergodicidad o estabilidad en el nimero de clientes/consumidores en
el sistema. Tal supuesto tiene como base el hecho de que el sistema determinista asociado, cadena de naci-
miento y muerte, se encuentra compuesto por estados del tipo recurrente positivo. La afirmacién anterior
nos dice que a corto plazo dichas expresiones se encuentran muy lejanas del valor de la medida en cuestidn.
Por lo tanto, la aproximacién mejora cuando el tiempo avanza. Ademads, en el trabajo de Sharma y Gupta
(1982) se encuentran férmulas explicitas, pero complejas para el caso transitorio.

En el contexto del parrafo anterior, en lineas de espera de redes de comunicacién el tiempo de operacién
en un estado estable se considera en intervalos de tiempo que son largos en comparacién con las constantes de
tiempo del sistema (Arapostathis ez /., 1993). Por lo tanto, los costos/recompensas generados en el proceso
de funcionamiento del sistema se miden a través de un criterio promedio. En este trabajo se propone ilustrar
un ejemplo numérico de un sistema de lineas de espera que puede operar bajo distintas tasas de servicio, en
funcién del nimero de clientes actuales en el sistema. Cuando el sistema opera con tasas altas, se generan
costos mayores, lo cual se traduce en que el costo de operacidn es una funcién creciente en funcion de la tasa
de operacién. El objetivo planteado es determinar una estrategia 6ptima de operacién que minimice el costo
promedio. El siguiente modelo de lineas de espera se plantea por el problema de lineas de espera, expuesto
en Sennott (2009), para un modelo de capacidad dos. En la seccién 5 se proporcionan dos procedimientos
numéricos para optimizar el funcionamiento de esta linea de espera.

Considere un modelo de linea de espera con capacidad K, donde K es un entero positivo (finito) conocido.
El sistema estd compuesto por un tnico servidor y puede trabajar con N > 2, niveles (tasas) de intensidad: 0 <
ay1<ap<az<---<apn<l.Estosniveles son intercambiados en funcién del numero de clientes en el sistema.
Debe tomarse en cuenta que operar a una tasa @, genera un costo L(a), paraa € {ay, az ,..., an} donde 0 <
L(ay) < L(az) < L(a3) <+ < L(apn). Adicionalmente, el sistema genera un costo de atencion en funcidén del
numero de clientes dado por M(i), i =0, 1,..., y un costo de servicio en funcién de la tasa de servicio L(a;), i
€ {1, 2<,..., N}. Se supone que existe un valor p € (0, 1), el cual representa la probabilidad de que un cliente
ingrese al sistema. El problema consiste en determinar una estrategia de operacién en funcién del nimero
de clientes y de la eleccién adecuada de la tasa de servicio que minimice el costo promedio a largo plazo.
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2. ENFOQUE ViA PROCESOS DE DECISION DE MARKOV

Los modelos de decision secuencial son abstracciones matemdticas de situaciones en las que se deben tomar
decisiones en distintas etapas secuenciales. Cada decisién puede influir en las circunstancias bajo las cuales se
tomardn decisiones en el futuro de modo que, si se quiere minimizar un costo total, se debe equilibrar el deseo de
minimizar el costo de la decisidn con el anhelo de evitar situaciones futuras donde el alto costo es inevitable. Entre
lavariedad de problemas de decision secuenciales, existen problemas de control éptimo, problemas de decisién de
Markovy semi-Markov, problemas de control minimax y juegos secuenciales (Bertsckas, 1995). En este trabajo nos
enfocamos en los PDM para abordar el modelo de linea de espera. Los PDM proveen una herramienta poderosa
para dar solucién a problemas de la vida real. Por lo anterior, muchos investigadores han sido atraidos por estos
modelos y, como consecuencia, los han aplicado en una amplia variedad de disciplinas: ingenieria, informatica,
comunicaciones, economia, entre otros (Boucherie y Van Dijk, 2017; Herniandez-Hernandez y Minjarez-Sosa,
2012). La teoria de procesos de decision de Markov presentada es referente a optimizacién secuencial de sistemas
estocdsticos a tiempo discreto. Cada politica de control define el proceso estocéstico y los valores de las funciones
objetivo asociadas a este proceso. El objetivo es elegir una buena politica de control.

En general, los PDM se definen a través de los siguientes objetos: un espacio de estados X; conjunto de acciones
A; una familia {4(x)| x € X} de subconjuntos medibles 4(x) de A4, donde 4(x) denota el conjunto de acciones
admisibles cuando el sistema se encuentra en el estado x € X; probabilidades de transicién controladas, denotadas
porpx,y (a),x,y € X,a € A(x) unafuncién de costo C: X'x A — R, C (x, 4) denota el costo en un paso cuando
se aplica la accién a en el estadox, x € Xya € 4 (x). La interpretacion es la siguiente: cuando el sistema se en-
cuentra en el estado x un controlador selecciona una accién a € A4(x). Despuds, el sistema se mueve al siguiente
estado, digamos y, de acuerdo con la distribucién de probabilidad p,, ¥ (a). Como consecuencia, se incurre en un
costo C(x, a). Ahora el estado actual es y, posteriormente el proceso se repite.

Un PDM es llamado fizito si el espacio de estados X'y el conjunto de acciones 4 son finitos. Adicionalmente,
decimos que un conjunto es discreto si este es finito o numerable. De esta manera, un PDM es llamado discrero si
el espacio de estados y el conjunto de acciones son conjuntos discretos. Un elemento indispensable de los PDM
es el criterio de rendimiento, es decir, la funcién objetivo. El criterio de rendimiento es crucial para trabajar con
PDM ya que es la herramienta bésica para comparar politicas. En lo que sigue, se describen de manera breve tres
tipos de criterios de rendimiento: costo total, costo descontado y costo promedio. Sean 7, una funcién de costo
terminal y £ € [0,1] el factor de descuento (Feinberg y Shwartz, 2012; Puterman, 2005). Denote por Vyy (x, 7,
B, T.), el costo total esperado sobre las primeras N etapas, N € N, esto es:

VNG T B Te) = EX [N 2§ B'Cln, an) + BVTe(xn)] (1)

donde E¥ denotala esperanza condicional dado el estadox € Xyla politicar € I1, IT denota el conjunto de todas
las politicas. Si f € [0,1), nos encontramos con el costo descontado total esperado. Ahora, si f = 1, obtenemos
el costo total. Observe que la expresién (1) produce un problema con horizonte finito N'si es fijo y N < o0. En
cambio, para obtener un problema de horizonte infinito basta configurar el costo terminal como 0 y sustituir oo en
lugar de NV. Por lo anterior, el costo total esperado sobre un horizonte infinito se define como V(x, 7, f) = Voo (x,
7, B, 0). Si la funcién de costo C es acotada, el costo total esperado sobre el horizonte infinito estd bien definido
cuando f# € [0,1). Parael caso =1, se necesitan condiciones extra para que el costo total esperado V(x, 7, 1) esté
bien definido (Puterman, 2005). Note que en un problema con horizonte infinito, como consecuencia de que 8
=1, la principal dificultad es que la suma que aparece en V(x, 7, 1) podria no ser convergente. Por lo anterior, es
natural considerar el costo esperado por unidad de tiempo:

J(x, m) = limsupN—so0 % Vn (x, w, 1, 0). (2)
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Observacidn: en algunas otras referencias se considera el limite inferior en (2), por ejemplo Puterman (2005),
ya que el limite en general no existe para toda politica 7 € I1.
Observe que si U(x, 7) es un criterio de rendimiento definido para cada politica @ € I7, entonces denote

U(x) = inf UG, m). (3)

Adicionalmente, si existe 7* € IT tal que U(x, #*) = inf e 7 U(x, @) a * se le llama politica dptima. En tér-
minos de los criterios de rendimiento definidos, de la expresion (3) se obtiene que

VN(X, IB’ TC) = infneﬂ VN (x’ T, IB’ Tc)a V(X, ﬁ) = inﬁteﬂ V(xa , ﬁ)a J(x) = inf?reHJ(x’ 7[) (4)

Las expresiones que aparecen en (4), se conocen como funcién de valor dptimo para el caso total, descontado
y promedio, respectivamente.

Observacidn: en otras referencias se considera funcién de recompensa, en lugar de funcién de costo (Feinberg
y Shwartz, 2012; Puterman, 2005). En consecuencia, el nuevo problema consiste en maximizar la recompensa
total, por lo que se debe cambiar el infimo que aparece en las expresiones (3) y (4) por un supremo.

En este trabajo nos enfocamos en el costo promedio a largo plazo, que por (2) resulta estar definido como

J(m, x) = limsupN_m% EZ [ i\fz—ol Clxy, a,)], (5)
7 € I1, x € X. La construccién adecuada del espacio de probabilidad es via el teorema de la medida producto.
Para detalles de la construccién, véase Puterman (2005). En este punto, se tienen las condiciones para definir
el problema de optimizacién (o control) de interés; una politica 7* se denomina dptima promedio si J(n*, x)
= infren J(7, x), y J(x): = J(7*, x) se denomina costo promedio dptimo.
Las componentes del modelo descrito en la seccién 1 pueden identificarse en un modelo de control de Markov
de la manera siguiente. Considere el espacio de estados X' = {0, 1, 2,..., N}, con N finito, el espacio de acciones
A ={ay, ap,..., an}; las acciones admisibles coinciden con 4; la ley de transicién se describe como sigue:

poo (@)= 1—=p+ap,poi(@) = (1 - a)p, pN,N-1 (@) = a(l = p), pyn (@) = 1 = a(1 = p), pi, i-1(a)  (6)
= a(l = p), pia) = ap + (1 = a)(1 = p), pi, ir1(a) = (1 = a)p.

Paraie {1, 2,..., N — 1} ya € 4, donde p;j (a) = Prob(Xpy1 =j|X; =i, a; = a),parai,je Xyae A. La
interpretacién de las componentes de la ley de transicion es la siguiente: p (@) representa la probabilidad de
que el sistema permanezca en el estado 0; esto ocurre cuando no hay arribo de clientes (1 — p) o bien hay un
arribo y se completa un servicio (ap); p;, i—1 corresponde a la probabilidad de que el sistema inicialmente tenga
i clientes y en la siguiente etapa tenga i — 1. Este escenario ocurre cuando no hay arribos (1 — p) y se atiende a
un cliente a una tasa a. De manera similar se interpretan las probabilidades de transicién restantes.

Por tltimo, el costo en un paso estd dado por C(i, a) = M(i) + L(a) donde i € X'y a € A. Por lo tanto, se
obtiene un modelo de control de Markov (X, 4, {4(i):i € X}, P, C), donde P = [py (a)]. La dindmica del
proceso se describe como sigue: en cada etapa de tiempo ¢ = 0, 1,...; se observa el sistema y se tienen x; = x
clientes en el sistema. Entonces, se selecciona una tasa de servicio a; = a € 4 y ocurre lo siguiente: el nimero
de clientes en el sistema cambia a un estado y € X de acuerdo con la ley de transicién py(a) = Prob(xp1 =
VXt = x, a; = a). Después, se contabiliza el costo generado por el nimero de clientes x y la accién aplicada a,
el cual esta dado por C(x, a).
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En las siguientes secciones, se abordard este problema de control via las técnicas de PD y AR. El analisis se
presenta bajo el enfoque de espacio de estados finito. El objetivo es determinar una estrategia de operacién
para el sistema de lineas de espera. Tales estrategias son elegidas en funcién de la informacién que se cuenta
en cada instante de tiempo. En consecuencia, se requiere de la historia generada por el proceso, la cual se
define a continuacién. Para cada ¢ > 0, se define el espacio H;, denominado ¢/ espacio de historias hasta el
tiempo ¢, como Hy=XyH;=K x Xsit > 1,donde K = {(x, a): x € X, a € A}. Una politica es una sucesién
7 ={m;} de kernels estocésticos, donde cada 7 estd definido sobre 4 dado H; y satisface que 7y (A(x7)|hy) = 1
para cada hi; € Hycon t 2 0. Ademds, se denota a la familia de probabilidades condicionales sobre 4 dado X,
como P(A|X). Sea @ el conjunto de todas las probabilidades condicionales ¢ en P(4]X) tal que para todo
X € X se tiene que ¢(4(x)|x) = 1. Con base en esta propuesta, se distinguen tres tipos de politica 7 = {7}
Markoviana Aleatorizada, si existe una sucesion {¢;} < D tal que 7 (:|h;) = ¢(-|xs), paratodo hy € Hyt >
0. Esta clase de politicas se denota por I1gps. Determinista, si existe una sucesién {g;} de funciones medibles
gr Ht—> A, tales que paracada iy € Hyy t > 0 se tiene que g (hy ) € A(Xf) y s (+|hy) estd concentrada en
g1 (hy). Esta clase de politicas serd denotada por I1p. Finalmente, determinista Markov-estacionaria si existe
una funcién medible /1 X — 4, tal que flx;) € A(x;) y ms (-|h¢) estd concentrada en f(x;) para cada hy e Hyy t

> 0. El conjunto de politicas estacionarias se denota por F.
3. ENFOQUE DE PROGRAMACION DINAMICA: CASO FINITO

Como uno de los métodos principales para el analisis de problemas de decisién secuencial, se tiene la PD. Esta
metodologia se popularizé como consecuencia de los estudios sisteméticos que Bellman realizé a principios
de los anos cincuenta. Bellman identific los componentes comunes en los problemas que se tenfan hasta el
momento y mediante su trabajo sobre ecuaciones funcionales, programacién dindmica y el principio de op-
timizacién se convirtié en lider en el campo. El plasmé en Bellman (1957) numerosas referencias a su propia
investigacion y otras investigaciones tempranas; de esta manera, logré demostrar el amplio alcance de la PD.
Posteriormente, se investigaron de forma extensa los problemas matematicos y algoritmicos asociados con los
problemas de horizonte finito y se formularon y analizaron las soluciones a los problemas de tiempo continuo.
Durante los primeros afios de la teorfa de procesos de decisién de Markov gran parte de la investigacion se
centrd solo en el estudio de ecuaciones de optimizacién y de los métodos para su solucién. Esta solucién incluye
la iteracion de politicas y valores. Ademas, PD se us6 en una variedad muy amplia de aplicaciones: diversas
ramas de la ingenieria, estadistica, finanzas, economiay en algunas ciencias sociales. El costo correspondiente
auna politica y la iteracién basica del algoritmo de PD pueden describirse mediante un determinado mapeo
que difiere de un problema a otro en detalles que en gran medida no son esenciales. Normalmente, tal mapeo
resume los datos del problema y determina las cantidades de interés para el analista. Si se toma este mapeo
como punto de partida, se pueden proporcionar resultados analiticos poderosos que son aplicables a una gran
coleccién de problemas de decision secuencial. Por lo general, PD se aplica a problemas de horizonte infinito
de criterio unico con un costo/recompensa total esperado o un costo/recompensa promedio por unidad de
tiempo. Para introducir los tres criterios de rendimiento descritos en la seccién 2, en Ross (1970) es posible
consultar algunos de problemas de control clésicos que utilizan espacios de estados finito. En esta seccion se
presenta la teorfa general de PDM con espacio de estados finito para el criterio de costo promedio. Considere
el modelo de control de Markov: M: = (X, 4, {4A(x): x € X}, P, C), bajo el criterio promedio que aparece en
(5). El problema de control éptimo consiste en determinar una politica 7* € I1, tal que J(z*, x) = inf, ey J(,
X), para cada x € X. Entonces, se define el costo promedio minimo (funcién de valor promedio) para cada
como:

g(x) = infren J(x, X). (7)
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El siguiente teorema establece la caracterizacién del costo promedio minimo, en el cual resulta constante
digamos g*, y muestra la existencia de politicas estacionarias (Sennott, 2009).

Teorema 1. Considere el modelo M con espacio de estados finito. Suponga que existe una constante g* y
una funcién V:X — R tales que:

g+ Vx) = min{C(x, a) + 3 j pxj @V())}- (8)

a

Entonces la funcién de valor promedio (7) es igual a g%, y cualquier politica estacionaria que minimice el
lado derecho de la ecuacién (8) es la politica éptima, denotada por f*.

Con la finalidad de proponer un algoritmo de aproximacién para determinar una politica dptima es necesario
considerar el siguiente supuesto, referente a la ergodicidad de la cadena de Markov inducida por la estrategia
optima.

Condicién 1. Cada clase recurrente positiva en la cadena de Markov inducida por la politica estacionaria
Optima f* es aperiddica.

Bajo la Condicién 1, se tiene el siguiente algoritmo iterativo (Al) para aproximar una politica dptima y
determinar el costo promedio dptimo.

Iniciar conn =0,€>0,up := 0e¢i e Sun estado fijo denominado estado distinguido.

Definir wy(x): = ming {C(x, a) + Ey [u, (X1)]}.

Sin=0,definad: = 1. Sin > 1, entonces proponga d: = maxyes|Wn(x) — wy—1(x)|. Sid < €, proceder al paso 6.

Hacer uy41: = wy(x) — wy(i).

Ir al paso 2 y reemplazar n porn + 1.

Imprimir wy(7) y una politica estacionaria que resuelva el problema de optimizacién: min, { C(x, a) + Ex[un(X 1 )] 3.

En la seccién 5 se presenta un ejemplo numérico donde se implementé el Al y las soluciones se comparan
con las obtenidas por el algoritmo Q-learning de aprendizaje por refuerzo.

4. APRENDIZAJE POR REFUERZO

Una solucidn para evitar la doble maldicién de la programacién dindmica es la metodologia de aprendizaje por
refuerzo. Esto es posible, ya que el esfuerzo de modelado en AR es menor que el de PD. Una cuestién notable
es que en PDM a gran escala, el enfoque de PD ya no es factible y AR se convierte en una alternativa (Gosavi,
2015). Ademads, para resolver problemas cuyas probabilidades de transicién son dificiles de estimar, AR es un
enfoque atractivo que produce soluciones casi éptimas. La principal herramienta empleada por AR es la simu-
lacidn, la cual se utiliza para evitar el célculo de probabilidades de transicién. Sin embargo, cabe mencionar
que en general si se tiene acceso a las matrices de costos/recompensas y probabilidades de transiciones, se debe
usar PD porque garantizaria la generacién de soluciones dptimas y AR no necesariamente. Gosavi (2015)
establece el AR como una rama de PD, por lo que el algoritmo de AR se deriva de sus contrapartes de PD. En
la metodologia de programacién dindmica el primer paso es para generar la matriz de probabilidad de transi-
cién y la matriz de transicién de costos/recompensas y el siguiente paso es usar estas matrices en un algoritmo
adecuado para generar la solucién éptima. En aprendizaje por refuerzo no se estima ninguna matriz, sino que
se simula el sistema utilizando las distribuciones de las variables aleatorias gobernantes. Después, dentro del
simulador, se utiliza un algoritmo adecuado para obtener la solucién. A continuacion, se discutirdn algunos de
los conceptos relacionados con AR: Q-factores, el algoritmo de Robbins-Monro, tamanos de paso y cémo se
combinan estas ideas para resolver PDM dentro de los simuladores. Aunque el escrito se enfoca en el estudio
de aprendizaje por refuerzo para colas en tiempo discreto, también se puede usar cuando se trabaja con colas
a tiempo continuo (Abdulla y Bhatnagar, 2007).
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4.1. Q-factor

En AR la funcién de valor se almacena en los denominados Q-factores. En este punto vale la pena sefialar que la
funcién de valor de costo promedio puede definirse por la ecuacién de optimizacién de Bellman:

JH@) = mingea@ {25-1 pij (@) [CG, a, )+ ()] - g}, 9)

parai € X, donde n = |X] es el nimero de estados de la cadena de Markov; J*(i) denota el -ésimo elemento del
vector de la funcién de valor; 4(7) es el conjunto de acciones admisibles en el estado 7; pjj(@); denota la proba-
bilidad de transicién en un paso de ir del estado 7 al estado j bajo la influencia de la accién a; C(i, a, j) denota el
costo inmediato en el estado i cuando la accidn a es seleccionada y como resultado el sistema transita al estado j;
g* denota el costo promedio 6ptimo (Teorema 1). En PD, dado un estado i € X, asociamos un solo elemento de
la funcién de valor: J*(7). En cambio, en el enfoque de AR se utiliza una pareja de estado-accion para asociarlo a
un vector llamado Q-factor. Para una pareja de estado-accion (i, a) € K se define el Q-factor como:

06, a)= 2.7 _ 1 pij (@) [CG, a, j) + T*()]. (10)

Observe que si se combinan (9) y (10), se obtiene que

JH(i) = MingeA(j) o3, a) - g*. (11)

La expresion en (11) dice que si se conocen los valores de los Q-factores, es posible obtener la funcién de valor
J*. Usando la igualdad (11), la ecuacion (10), se describe como

O, a)= Y.y pij(a) [CG, a,j) + minaeaq) O, @) - g*], (12)

para todo (7, @) € K. La ecuacién (12) puede interpretarse como la versién Q-factor de la ecuacién de optimali-
dad de Bellman para el costo promedio de PDM, véase (9). Note que por (12), el algoritmo anterior es equiva-
lente al algoritmo de iteracién de valor regular. Observe que los Q-factores deben actualizarse en cada etapa del
tiempo, por lo que superindexamos a Q con el numero de iteracién correspondiente. En PD, la actualizacion de

QO se realiza de la siguiente manera: Ok1(7, a) «— > ]’.lzlpij (a)[C(i, a,j) + minpe4() Ok (j, b)] — g* para
K= 1,..., kyax, donde kyyqx €s el nimero maximo de iteraciones. Cuando se usa AR, se realiza un cambio en la
regla de actualizacién de Q que propone PD. Este cambio se logra aplicando algoritmo de Robbins-Monro.

4. 2. Q-factores y Robbins-Monro

El algoritmo de Robbins-Monro (Gosavi, 2015) es un algoritmo popular y ampliamente usado que ayuda a es-
timar la media de una variable aleatoria a partir de muestras. Denote la suma de las primeras k valores de X por
xp+ 1
k+1

1 . . .
Ok = 7> para k> 1, entonces la expresion anterior se escribe como Sk41 = (I = oget1) Sk + Ot Xk la cual se

. Si denota

Sk = Zf: 1 xi'k, k =1, 2,... Con esta notacién, se puede escribir Sgy = (1 - %) Sk +

denomina algoritmo de Robbins-Monro'y o es llamada tamario de paso o tasa de aprendizaje. En la literatura se han
estudiado distintas reglas que son muy usadas para a: 1 A , log(k) y A ,donde £=1,2,...,

K k+B k Vi, a)
A y B son constantes y V(i, @) denota el nimero de visitas a la pareja estado-accion (i, a) € K (Gosavi, 2008;
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A
k+ B’

k=1, 2,..., con 4 y B constantes. Usaremos el algoritmo de Robbins-Monro para actualizar los

Gosavi 2015). En este trabajo la implementacién numérica se desarrollé con la tasa de aprendizaje

Q-factores dentro de los simuladores. Se puede demostrar que cada Q-factor se puede expresar
como un promedio de una variable aleatoria. Observe que de la expresién (12) se consigue que

O, a)= Y. /_1 pij (@[Cli, a.j) - g*+ min QG b)] = E[C(i, a,j)— g*+ min_ Q(j, b)]. Porlo tanto,
beA()) beA())

si se generan muestras de la variable aleatoria que aparece entre corchetes en la expresién anterior, es posible
usar el esquema que proporciona el algoritmo de Robbins-Monro para actualizar los Q-factores. Utilizando este
algoritmo, se tiene que

Qk+l (la a) <~ (1 - ak+1) Qk (lo a) + O/ [C(l’ a’j) - g* + min Qk(ia b)]) (13)
beA()
para cada (i, a) € K. Dado que el valor de g* no se conoce antes de resolver el problema, de la misma forma que
en PD, se prefiere usar iteracién de valor relativo. Para resolver el problema que presenta la ecuacién de actuali-
zacioén (13), se elige una pareja de estado-accién arbitraria denotada por (i*, a*), llamada pareja de estado-accion
distinguida. Entonces, la actualizacién de Q-factor, se lleva a cabo cambiando g* por Q(i*, a*) en (13):

Ok+1(i, a) < (1 — @) Ok (i, a) + o[ C(i, a, j) — O(i*, a* ) + bmiln(i) Ok(j, b)]. (14)

El algoritmo resultante es llamado Q-learnig relativo (Gosavi, 2015). Ademds, se ha demostrado que Q(i*, a*)
convergerd a g* (Abounadi ¢z al., 2001). En consecuencia, el algoritmo convergera a la solucién 6ptima de la
ecuacion de Bellman para el costo promedio.

4.3. Reescribiendo el modelo

La técnica de aprendizaje por refuerzo necesita las variables que manejan el comportamiento del sistema, por lo
que sustituiremos la ley de transicién (6) por una ecuacién en diferencias, cuyo comportamiento depende de una
variable aleatoria. Se seleccionara la variable aleatoria que proporcione un sistema equivalente al que presenta la
ley de transicién (6). Cabe mencionar que, segtin la literatura, dado que se conoce explicitamente la matriz de
probabilidad de transicién y la matriz de costo de transiciones, se espera que en este ejemplo PD supere a AR. La
ley de transicion (6), descrita para el modelo de linea de espera, se puede modelar mediante la siguiente ecuacién
en diferencias:

(‘le‘ + E_>t+l)+9 si Xt < N’
X;— (=&41)t, en otro caso.

X = { (15)

Donde (H)* = max(H, 0) para H € R, X; representa el estado actual y {&;} es una sucesion de variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas con funcién de masa descrita en el cuadro 1. En este punto, &
denota un término genéricode &, £ = 1, 2, 3,...

CUADRO 1
Funcién de masa de la variable aleatoria

P(¢=x) a(l - p) ap + (1 —a)(1 - p) (1-a)p

Fuente: elaboracién propia.
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Con AR, el procedimiento para obtener la solucién para el problema de optimizacion via Q-learniges el siguiente.

1. Elija una pareja de estado-accién distinguida (i*, a*), defina el tamafio de paso a, introduzca ky,4x y considere
aicomo el estado inicial. Tome k= 1, €> 0,y Q0 (i, a) = 0, paratodo (i, @) € X x A(i).

2. Simule una accién a € A(i) con probabilidad 1/]4(7)|.

3. El siguiente estado, digamos /, se obtiene mediante la expresion (15).

4. Para (i, a) € X x A(i), calcule
Okl (i, a) « (1 — a) OKG, a) + a[ C(, a, j) — Oi*, a*) + b””ffg) Ok(j, b)].

5. Actualice k <= k+ 1. Si k < kyyqx entonces i <— jy regrese al paso 2, en otro caso vaya a 6.
6. El costo promedio es Q(i*, a*) y para cada i € X, calcule d(i) = argminpe 4() O(i, b), donde d denota la
€-6ptima politica y pare.

5. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccidn se trabaja con el modelo de control de Markov: M = (X, 4, {A(i): i € X}, P, C) bajo el criterio
promedio (5), donde X = {0, 1, 2,..., N}, y se usan dos tasas de servicio 4 = {aj, az} conaj = 0.2yay = 0.6.El
modelo que conduce el comportamiento del sistema es el presentado en (6) equivalente a (15), donde un cliente
ingresa al sistema con probabilidad p = 0.2. El costo de servicio en funcién de la tasa de servicio se supondra que
es L(a1) = 2y L(ap) = 6, mientras que el costo de atencién en funcién del numero de clientes es M(i) = 3i, i
> (0. De esta manera, el costo en un paso es C(i, a) = M(i) + L(a),a € 4,i= 0, 1,..., N. En el algoritmo de PD
se considera a 0 como el estado distinguido, mientras que en el de Q-learning se toma a (0, a1) como la pareja
estado-accion distinguida. En los cuadros 2 y 3 la politica 6ptima contiene los términos 1y 2: 1 representa que
el sistema trabaja con la tasa a1, mientras que 2 representa que el sistema trabaja con la tasa 3. En los dos casos
se considerd un error de € = 0.001. En el cuadro 2 se presenta la evolucion de la politica dptima y los valores de
Wwy(0) del Al cuando el espacio de estados es X5 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, es decir, |X5| = 6. En este cuadro se observa
que cuando n —> o0, el valor promedio éptimo en el estado distinguido 0 tiende 2 4.1673.

CUADRO 2
Evolucién de W}, y la politica éptima cuando | X4| = 5 con PD

W, (0)
122221 35476 8 12222 4068 25 12222 4.1673
122221 38274 9 12222 40976 30 12222 4.1673
122222 39541 10 12222 41174 40 12222 41673
12222 40247 20 12222 41673 50 12222 41673

Fuente: elaboracién propia.

0 1111112

1 111111 24799
2 111111 2.8831
3 111111 3.2341

~N O L B

En el cuadro 3 se presenta la evolucion del costo promedio y la politica 6ptima de algunos modelos con espacio
de estados N > 3. En este cuadro 631 denota la politica que contiene a 1 en la primera entraday 2 en lasm — 1
entradas restantes y 72 es la etapa en la que f; se estaciona. Observe que cuando N crece, la politica tiende a utilizar
tasa de servicio mds alta y el valor promedio éptimo en el estado distinguido 0 es 4.1685.

El algoritmo de iteracién de valores que se utilizé para obtener los datos de los cuadros 2 y 3 es el algoritmo 1 en
Portillo-Ramirez (2024). Por otra parte, se ilustrard la metodologifa de Q-learning: considere el sistema estocds-
tico (15), con estado inicial 0. En el cuadro 4 se presenta la evolucién de la politica dptima y los valores del costo
promedio 6ptimos, donde 4 = 150y B = 3000 paraN< 6y A4 = 15000y B = 30000 para N > 7.

El algoritmo propuesto es el algoritmo 2 en Portillo-Ramirez (2024). Observe que Q-learning provee la solucién
optima. La ventaja es que no se necesita la matriz de transicién.
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CUADRO 3
Costo promedio 6ptimo y la politica éptima con PD

Wy (0) |X] n In Wn(0) |X] n Jn Wn(0) |X] n
3 15122 4.0787 6 19 122222 41673 9 20 122222222 4.1685 3020 ¢, 4.1685

30

4 181222 41505 7 20 1222222 41685 10 20 el 41685 4020 €530 4.1685

5 1912222 41650 8 20 12222222 4.1685 20 20 el 41685 5020 €30 4.1685

Fuente: elaboracién propia.

CUADRO 4
Costo promedio 6ptimo y politica dptima con Q-learning

3 100000 122 4.0768 7 1000000 1222222 4.2349

100000 1222 4.1001 8 1000000 12222222 3.8955
5 100000 12222 4.3871 9 10000000 122222222 4.2718
6 100000 122222 4.4575 10 10000000 e ;0 4.2718

Fuente: elaboracién propia.
PROSPECTIVA

Del anilisis desarrollado, se constata que Q-learning proporciona soluciones casi-dptimas, aunque no se tenga la
ley de transicién. Unicamente se necesitan las distribuciones de las variables que gobiernan el sistema, lo que refleja
una disminucién en el cdlculo computacional. Sin embargo, se debe tener cuidado, ya que, en general, el tiempo de
ejecucion de Q-learning superaa PD, por lo que trabajos futuros contemplan enfrentar esta problematica a partir
de nuevos mecanismos u optimizando los ya existentes. Lo anterior con el objetivo de proponer una solucién en
sistemas de lineas de espera a través de procesos de decision de Markov.

CONCLUSIONES

En este trabajo se propone un modelo de lineas de espera desde el enfoque de procesos de decision de Markov bajo
un criterio de optimalidad promedio. A la par, se muestra el panorama tedrico de lineas de espera: procesos de
decisiéon de Markov y aprendizaje por refuerzo. Bajo el enfoque de lineas de espera, se utilizé tanto programacién
dindmica como aprendizaje por refuerzo para determinar el costo dptimo. Para los resultados tedricos, se realizaron
algunos experimentos numéricos en los que se consider6 un proceso de control M con espacio de estados finito.
Con los ejemplos numéricos, se pudo comprobar que, en efecto, la programacién dindmica provee las soluciones
Optimas cuando contamos con la ley de transicion. Sin embargo, Q-learning no se queda atrés, ya que, sin tener
acceso alaley de transicion y con solo una realizacién del proceso estocéstico subyacente, proporciona soluciones
casi-Optimas. Los algoritmos utilizados se implementaron en el soffware R.
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